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та енергетичних параметрів в проєктах трифазних асинхронних двигунів 
 

Вступ. Робота присвячена удосконаленню проєктів трифазних асинхронних двигунів (ТАД) на основі застосування чисель-
них розрахунків їхніх магнітних полів. Така задача є актуальною, зважаючи не те, що класична система проєктування ТАД 
не завжди забезпечує достатню точність їхніх проєктних параметрів, тому розроблювані двигуні потребують експери-
ментальної доводки і відповідно додаткових витрат часу та коштів. Проблема. При класичному проєктуванні ТАД магні-
тний розрахунок виконується на основі теорії магнітних кіл. Магнітопровід ТАД розділяють на умовно однорідні ділянки, 
на яких магнітні величини вважаються розподіленими рівномірно, проте реальний їхній розподіл є набагато складнішим. 
Такий підхід призводить до похибки визначення електромагнітних параметрів ТАД, і, як наслідок, неточності енергетич-
них, механічних, теплових тощо розрахунків. Метою роботи є подальший розвиток системи проєктування ТАД шляхом її 
уточнення за допомогою чисельно-польових розрахунків електромагнітних та енергетичних параметрів. Методика побу-
дована на чисельно-польовій перевірці та уточненні класичного проєктування ТАД. Вона є суворо детермінованою, незва-
жаючи на складність лінійних та нелінійних взаємозв’язків конструктивних, електромагнітних та енергетичних його па-
раметрів,тому піддається адекватній алгоритмізації і програмуванню із застосуванням ітераційних розрахунків. Теоре-
тичні основи методики підсилені гармонічним аналізом часових функцій електромагнітних величин та уточненим визна-
ченням диференціального опору розсіювання обмотки статора. Інструментом реалізації методики є програма FEMM у 
сукупності зі створеними скриптами Lua. Результати. Виконано чисельно-польові розрахунки електромагнітних та енер-
гетичних параметрів тестового ТАД, розробленого за класичним проєктом. Цей двигун перевірено у межах режимів син-
хронного неробочого ходу та номінального навантаження. Це показало достатньо високу ефективність наданих теоре-
тичних і практичних основ чисельно-польових розрахунків і виявило, що проєкт ТАД не відповідає заявленим потужності 
та напрузі. Для виходу на їхні номінальні значення надано шлях уточнення намагнічувального струму обмотки статора і 
ковзання ротора. Науковою новизною в роботі є система чисельно-польових розрахунків електромагнітних та енергетич-
них параметрів ТАД, яка у сукупності з ітераційним процесом забезпечує його вивід на задані номінальні напругу обмотки 
статора і вихідну потужність при одночасному варіюванні намагнічюівального струму та ковзання. Практична цін-
ність. Методику чисельно-польових розрахунків ТАД на базі програми FEMM і скрипту Lua рекомендовано вбудовувати в 
автоматизовану систему проєктування цих двигунів. Окрім перевірки і уточнення параметрів проєктованих ТАД, за роз-
робленими методикою і програмою можна отримати в автоматизованому розрахунковому режимі сім’ю уточнених його 
робочих характеристик. Бібл. 29, табл. 5, рис. 9. 
Ключові слова: трифазний асинхронний двигун, автоматизовані чисельно-польові розрахунки, магнітне поле, FEMM, 
електромагнітні і енергетичні параметри, перевірка та уточнення проєктних даних. 
 

Вступ. Трифазні асинхронні двигуні (ТАД) є різ-
номанітними і поширені в техносфері усього світу. 
Їхнє удосконалення завжди актуальне і відбувається 
за різними чинниками, в тому числі через підвищення 
точності і ефективності системи проєктування. 

Одним з продуктивних засобів удосконалення 
проєктування ТАД наразі є застосування чисельно-
польових розрахунків їхніх магнітних полів (МП). 
Для цього може використовуватися загальнодоступна 
безкоштовна програма FEMM [1], яка заснована на 
методі скінчених елементів (МСЕ).  

Втіленню цієї програми в систему проєктування 
ТАД сприяють її зручний інтерфейс і інтегрована до 
неї скриптова мова Lua [1, 2]. Вона забезпечує ство-
рення програм-скриптів для автоматизованої побудо-
ви фізико-геометричних моделей ТАД, що відобра-
жають їхню конструкцію, струми обмоток та магнітні 
властивості матеріалів. На основі розрахованих МП 
програми-скрипти визначають електромагнітні, сило-
ві та енергетичні параметри розроблених ТАД. 

У теперішній час склалася об’єднана розрахунко-
во-дослідницька система проєктування ТАД: спочатку 
створюється проєкт ТАД за класичними методиками 
проєктування, такими як [3, 4], а потім відбувається 
чисельно-польові дослідження ТАД з метою перевірки, 
розширення переліку і удосконалення його проєктних 
параметрів. Таких різноманітних досліджень автором 
виконана ціла низка, наприклад, [5–9] тощо. І вони зго-
дом поглиблювалися і удосконалювалися. Природно, 
що ті дослідження, які виконані на попередніх етапах, 
будувались на більших допущеннях і ще не враховува-
ли здобутків подальших розробок. Тому наразі постало 

завдання провести коригування зазначеної об’єднаної 
розрахунково-дослідницької системи проєктування 
ТАД з урахуванням набутих досягнень і з підвищенням 
її точності за рахунок зменшення методичних і розра-
хункових спрощень та припущень.  

Метою роботи є подальший розвиток системи 
проєктування ТАД шляхом її уточнення за допомогою 
чисельно-польових розрахунків електромагнітних та 
енергетичних параметрів. Інструментами для досяг-
нення мети прийнята програма FEMM у сукупності зі 
створеними скриптами Lua.  

Аналіз останніх досліджень. Відомо, що асинх-
ронні двигуні (АД) у своєму розвитку пройшли три-
валий шлях, але їхні інтенсивні дослідження продов-
жуються, про що свідчить огляд публікацій, що нада-
ється далі за текстом, хоча і далеко не вичерпний. 

Природно, що є публікації, які присвячено опти-
мізації [10, 11], а також дослідженням нових версій 
АД [12, 13]. Приміром, у статті [10] досліджується 
прогнозування ефективності АД за допомогою чоти-
рьох алгоритмів оптимізації: генетичного алгоритму 
(GA), оптимізації рою частинок (PSO), алгоритму оп-
тимізації кита (WOA) та алгоритму оптимізації чер-
воної лисиці (RFO). Алгоритми оцінювалися на осно-
ві їхньої поведінки збіжності, точності та експеримен-
тально виміряних значень ефективності. У дослі-
дженні [11] застосовується МСЕ для оптимізації од-
нофазного АД. Ця робота зосереджена на струмі, обе-
ртальному моменті, ефективності та втратах за допо-
могою експериментальних та симуляційних методів. 
У статті [12] наведено теоретичну основу та засоби 



4 Електротехніка і Електромеханіка, 2026, № 1 

для подальшої оптимізації конструкції безвальніцево-
го АД з безконтактним підвісом. Вплив на пускові 
характеристики двигуна виявлено аналітичним мето-
дом та підтверджено моделюванням МСЕ. У статті 
[13] представлено АД з подвійною короткозамкненою 
кліткою ротора, в якому високотемпературні надпро-
відні матеріали та мідні стрижні вбудовані у різні па-
зи. В статті досліджується вплив структури паза рото-
ра на обертальний момент, а також пов’язані з ним 
параметри, такі як магнітний потік повітряного про-
міжку та пульсації цього моменту тощо. Розрахункові 
моделі на основі МСЕ реалізовано в програмному 
забезпечені Ansys Maxwell. Дослідження [14] зосере-
джено на аналізі впливу різних конструкцій та матері-
алів роторних стрижнів на характеристики ТАД також 
за допомогою МСЕ.  

У роботах [15–17, 8] приділяється увага удоско-
наленню та розвитку теорії АД. У [15] зазначається, 
що за допомогою МСЕ можна передбачити поведінку 
електромагнітних полів ТАД,тому виконано чисельне 
моделювання на основі COMSOL як раннього інстру-
менту для дослідження взаємодії між розподілом цих 
полів та різних параметрів. В статті [16] зазначено, що 
створено тривимірну та двовимірну моделі двигуна та 
запропоновано тривимірну структуру скінченних 
елементів (СЕ) і таким чином отримано низку параме-
трів двигуна. У [17] пропонується нова високоточна 
модель моделювання АД на основі МСЕ. Запропоно-
вана модель дозволяє проводити швидке та точне мо-
делювання АД за допомогою моделі схеми інвертора 
та алгоритму керування з високою точністю відобра-
ження неідеальних характеристик АД, таких як магні-
тне насичення, просторові гармоніки, асиметрія тощо. 

У роботах [18–20] розглядаються різні параметри 
і процеси в АД. Так, у статті [18] надано динамічний 
аналіз двофазного АД із симетричними та ортогона-
льними фазними обмотками. На основі геометричних 
розмірів модель створена для аналізу МСЕ за допомо-
гою програмного забезпечення в 2D ANSYS Maxwell. 
Був проведений аналіз перехідних та стаціонарних 
процесів струмів машини, електромагнітного моменту 
та частоти обертання на неробочому ходу та при пов-
ному навантаженні. У статті [19] представлено адап-
тивну нейронно-нечітку систему виводу (ANFIS) як 
надійний інструмент прогнозування зниження обер-
тального моменту ТАД в аномальних умовах. Дослі-
дження визначає основні фактори зниження, включа-
ючи дисбаланс напруги, гармонійні спотворення та 
підвищення температури. У дослідженні [20] запро-
поновано метод розрахунку електричних та магнітних 
втрат в однофазному АД з короткозамкненим ротором 
та неоднорідними пазами статора. Моделювання ви-
конано за допомогою МСЕ та програмного забезпе-
чення AutoCAD для моделювання несиметричних 
пазів статора. Точність результатів моделі перевірена 
порівнянням номінальних струму, обертального мо-
менту та ККД з паспортними даними двигуна. Метою 
роботи [8] є подальший розвиток системи проєкту-
вання ТАД шляхом чисельно-польових розрахунків 
активних і реактивних опорів обмоток ТАД у всьому 
діапазоні зміни ковзання та розрахунку його механіч-
ної характеристики. Опори обмоток ТАД визначають-
ся розрахунками МП розсіювання програмою FEMM, 
причому в стрижні ротора – з витісненням струму.  

Значна увага приділяється діагностиці АД [21–23]. 
У роботі [21] надано метод виявлення та діагностики 
коротких замикань статора, обривів стрижня ротора 
та ексцентриситету у великих АД шляхом аналізу 
частотного спектру струму статора. Для вивчення 
впливу різних умов несправності проведено моделю-
вання МСЕ з кроком у часі на двовимірній моделі АД. 
Це приводить до точніших результатів, ніж інші мо-
делі, оскільки відображаються геометрія конструкції 
та схема обмотки машини. У роботі [22] розроблено 
модель СЕ для дослідження міжвиткових коротких 
замикань обмотки статора. За допомогою розробленої 
СЕ моделі проведено моделювання для розуміння 
поведінки різних електричних та магнітних величин у 
часовій та частотній областях. Прототип машини з 
короткими замиканнями був випробуваний в експе-
риментальній установці і результати порівняні з мо-
делюванням та з аналітичними розрахунками. У робо-
ті [23] зазначається, що МСЕ пропонує глибоке розу-
міння фундаментальних принципів та фізичної роботи 
машини. Він може моделювати складну топологію 
магнітних кіл, схеми дискретних обмоток та власти-
вості нелінійних магнітних матеріалів машини. Він 
визначає різні параметри машини та може моделюва-
ти локалізоване магнітне насичення, спричинене не-
справностями, з високим ступенем точності. У цій 
статті також надано огляд літератури щодо методів 
діагностики несправностей АД за допомогою МСЕ.  

Є низка робіт, приміром [9,24, 25], які стосують-
ся аналізу активних і реактивних параметрів обмотки 
статора, використання і удосконалення схем заміщен-
ня ТАД, оперування з ними. У статті [24] описано 
спрощений метод оцінки параметрів Т-схеми АД, 
який базується на їхніх проєктних даних та на взаємо-
дії чисельного та аналітичного безрозмірного підходу 
з використанням теореми Тевенена. Робота [25] надає 
оцінку електричних і механічних параметрів ТАД на 
основі алгоритму диференціальної еволюції. Прове-
дено порівняльне дослідження при використанні різ-
них вхідних сигналів. Такий алгоритм здатний оціню-
вати параметри еквівалентної електричної схеми: 
опори статора та ротора та індуктивності розсіюван-
ня, індуктивність намагнічування, а також деякі меха-
нічні параметри. Метою роботи [9] є подальший роз-
виток системи проєктування ТАД шляхом чисельно-
польового розрахункового аналізу реактивного опору 
диференціального розсіювання обмотки статора, а 
також порівняльна перевірка відповідних емпіричних 
формул, властивих методикам традиційних проєктних 
розрахунків. 

В статті [26] наведено вирази для визначення 
струмів ротора кругової моделі ТАД з використанням 
польового аналізу з існуванням спектральних гармо-
нік магніторушійної сили статора. Розроблено вирази 
для визначення даних обмотки та доцільності викори-
стання розрахункової моделі синусоїдальної обмотки 
статора з метою підвищення ефективності математи-
чного моделювання з використанням еквівалента 
польової моделі з фіксованим ротором та частотою 
ковзання з використанням кругової моделі. 

Метою роботи [27] є розробка та верифікація ме-
тоду врахування за слабкозв’язаною коло-польовою 
моделлю ефекту витіснення струму в роторному колі 
асинхронного двигуна з короткозамкненим ротором 
та АД з масивними феромагнітними елементами маг-
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нітопроводу ротора. Метод дослідження полягає в 
ітераційному розв’язанні рівнянь колової та польової 
математичної моделі шляхом уточнення параметрів 
заступної схеми АД за результатами польового аналі-
зу та в ітераційному коригуванні розрахункового еле-
ктромагнітного моменту задля врахування ефекту 
витіснення струму, отриманого на основі еквівалент-
них струмів у струмопровідних частинах ротора. За-
пропонований підхід дає змогу підвищити достовір-
ність результатів моделювання електромагнітних 
процесів у АД в пускових режимах. 

Можна підсумувати, що згадані наукові публікації 
присвячені різним аспектам розвитку та дослідження 
АД. І можна зазначити, що розповсюдженим інструме-
нтом дослідження є чисельні розрахунки магнітних 
полів МСЕ за різними програмними продуктами. Од-
ночасно це сприяє вдосконаленню інженерної освіти: 
інтеграції цього метода для дослідження ефективності 
АД. Саме на тому зосереджена стаття [28] – впрова-
дженні МСЕ у навчальну програму з інженерії.  

Аналогічний сучасний підхід, тобто використан-
ня МСЕ для дослідження та удосконалення ТАД, при-
йнято і в статті, яка пропонується. Але тут розгляда-
ється актуальний аспект, який ще не знайшов достат-
нього відображення в науковій літературі. А саме, це 
стосується проблеми чисельно-польового аналізу та 
уточнення електромагнітних та енергетичних параме-
трів в проєктах ТАД та їхньої перевірки в принципі. 

Щоправда, є робота [5], в якої поставлено це пи-
тання. Але вона не розкрила в повній мірі цієї про-
блеми, тому тут ця тема розглядається у більш пов-
ному обсязі з урахуванням оновленої системи знань і 
можливостей. Причому робота сформована таким 
чином, щоб надати дослідникам ТАД усі можливості, 
щоб скористатися набутим досвідом теоретичних і 
практичних навичок для самостійного засвоєння і 
застосування представленого матеріалу. 

Об’єктом для демонстрації виконаного дослі-
дження є спроєктований в [4] ТАД з короткозамкненою 
обмоткою ротора, який має номінальну потужність 
PN = 15 кВт і висоту осі обертання 160 мм. До основних 
проєктних даних двигуна відносяться також номінальна 
фазна напруга UsN = 220 В, номінальний фазний струм 
обмотки статора IsN = 28,8 А, частота fs = 50 Гц, ковзання 
sN = 0,0261 та коефіцієнт потужності cossN = 0,889. Дви-
гун має кількість пар полюсів р=2 і кількість фаз ms=3. 
До головних розмірів відносяться зовнішні діаметри 
осердь ротора dr=184 мм і статора dse=272 мм та їхня 
довжина la=130 мм, повітряний проміжок  = 0,5 мм. 
Статор має Qs=48 пазів, ротор – Qr=38 пазів. Обмотка 
статора є одношаровою, діаметральною, розподіленою. 
Пази ротора зроблені закритими і без скосу. Матеріал 
осердь – сталь марки 2013. 

Для чисельно-польових досліджень за програ-
мою FEMM прийнята двовимірна розрахункова мо-
дель, що надана на рис. 1 і відображає його електро-
магнітну систему в поперечному перерізі. 

Розрахункова модель ТАД перетворюється авто-
матично на фізико-геометричну модель створеним 
скриптом Lua, як це було пояснено в [7]. Геометрична 
модель подає конструкцію ТАД, фізична модель несе 
в собі розподіл і напрямки струмів в обмотках, а та-
кож магнітні властивості осердь. На рис. 1 виділені 
фазні зони обмотки статора, які позначаються мітка-
ми фазних струмів.  

 
Рис. 1. Електромагнітна система ТАД з розподілом струмів 
в обмотці статора і картина силових ліній його магнітного 

поля в режимі синхронного неробочого ходу 
 

В програмі FEMM прийнята прямокутна система 
координат x, y, але додатково застосовується полярні 
координати r, α. З напрямком координати α збігають-
ся напрямки частот обертання ротора n та МП ns.  

Підготовка кривої намагнічування матеріалу 
осердя ТАД. На шляху розрахунків МП ТАД програ-
мою FEMM важливим є завдання кривих намагнічу-
вання електротехнічної сталі, з якої виконуються його 
осердя. Це, на перший погляд, тривіальне завдання 
повинне виконуватися з розумінням його сутності.  

В класичному проєктуванні магнітний розрахунок 
ТАД виконується на основі теорії магнітних кіл (ТМК). 
Тобто магнітопровід поділяється на однорідні ділянки, і 
в межах кожної магнітні величини приймається однако-
вими. Щоб зменшити похибку, для врахування його 
неоднорідності основна крива намагнічування (ОКН) 
електротехнічної сталі замінюється спеціальними кри-
вими – різними для зубців і спинок осердь [3, 4]. 

Зміни в кривих намагнічування відбуваються дуже 
значні, що показано в табл. 1. Для ОКН сталі марки 2013 
ГОСТ 21427-83 надає значення магнітної індукцій (МІ) 
В і напруженості магнітного поля (НМП) Н в п’яти ре-
перних точках. При тих же значеннях індукцій для зу-
бців і спинок осердь наведено значення Н спеціальних 
кривих, які використовуються в методиках проєктуван-
ня ТАД [3, 4]. Відмінності є наочними. 

Таблиця 1 
Параметри кривих намагнічування сталі 2013 
В,Тл 1,54 1,65 1,75 1,85 2,05 

Основна 1000 2500 5000 10000 30000 
Зубці 763 990 1330 1770 4400 Н, А/м 

Спинка 608 940 1500 2811 14390 
 

Тому виникає питання – яку криву намагнічу-
вання слід використовувати при чисельно-польових 
розрахунках ТАД? Логічним є використання ОКН, 
тому що при таких розрахунках розподіл МІ і НМП в 
осердях вже є неоднорідним.  

Тестові розрахунки магнітного поля програ-
мою FEMM в режимі синхронного неробочого хо-
ду. В системі класичного проєктування магнітний 
розрахунок ТАД, як зазначалося, виконується на ос-
нові ТМК. Відповідно до її термінології це пряма за-
дача: за заданим магнітним потоком розраховується 
намагнічувальний струм двигуна Iμ, який задається в 
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трифазній обмотці статора. І робиться це без участі 
струмів обмотки ротора, що називається режимом 
синхронного неробочого ходу (СНХ) [3, 4]. 

В цілому стаття спрямована на виявлення недо-
ліків класичного проєктування ТАД, які виникають 
через застосування для електромагнітних розрахунків 
за ТМК. Тому основні припущення, на яких засновано 
класичне проєктування, в статті зберігаються, щоб 
сконцентруватися на досягненні конкретної її мети і 
виявити саме роль ТМК в недостатній точності розра-
хунку електромагнітних величин. Тобто, в даній стат-
ті по аналогії прийнятий синусоїдний характер стру-
мів ротора і статора, що поширено у багатьох публі-
каціях, хоча в них і зазначається, що ці струми мо-
жуть мати ускладнений гармонічний склад. 

Чисельно-польовим розрахунком за програмою 
FEMM можна перевірити адекватність розрахунку 
режиму СНХ, але така задача за тією же термінологі-
єю є зворотною: в обмотці статора задається намагні-
чувальний струм Iμі розраховуються МП, і на його 
основі – ще низка електромагнітних параметрів ТАД.  

Струми в фазних зонах обмотки статора (рис. 1) 
задаються як для трифазної симетричної системи: 

)cos( tIi smssA  ;    )3
2cos(  tIi smssB ; 

)3
2cos(  tIi smssC ,   (1) 

де sms II  2 – амплітуда струмів; sI  – їхнє діюче 

значення; s=2πfs – кутова частота; t – час.  
В моделі на рис. 1 значення фазних струмів зада-

ються за (1) для початкового момент часу t = 0, і тоді їхні 
миттєві значення: isA = Ims, isB = isC = –0,5Ims. Цьому відпо-
відають вказані миттєві напрямки, які встановлюються 
за позначеними умовними позитивними напрямками. 
Тобто знаки «+» або «–» перед символами струмів ще 
додаються до вказаних їхніх миттєвих значень. 

Як відомо, у всіх режимах збудження ТАД, про-
грама FEMM розв’язує велику систему алгебраїчних 
рівнянь, які сформовані на основі МСЕ і диференціа-
льного рівняння, що описує МП в поперечному пере-
різі електромагнітної системи ТАД, а саме: 
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rot ,  (2) 

де Jz, Az – аксіальні складові вектора густини струму і 

векторного магнітного потенціалу (ВМП); k  – орт 
аксіальної осі z;  – магнітна проникність: або магніт-
на стала μ0 для немагнітних ділянок, або визначається 
для МІ В за кривою намагнічування матеріалу. 

Результатом розв’язання рівняння (2) програмою 
FEMM є координатний розподіл ВМП Az(x, y). 

Розрахунок МП виконано при проектному нама-
гнічувальному струмі обмотки статора Iμ = 7,75 А, 
значення якого підставляється в (1) замість Is. Розра-
хована картина МП в режимі СНХ надана на рис. 1. 

Для порівняння проєктних даних і результатів 
чисельно-польових розрахунків у першу чергу прийн-
ято магнітний потік, який визначається як  

  a,z,z lAA 210Ф  ,    (3) 

де Аz1, Az2 – значення ВМП в двох точках, через які про-
ходять боки контуру, для якого визначається потік.  

Для визначення магнітного потоку на полюсному 
кроці точки розташовуються у проміжку: перша з них 
там, де ВМП має максимальне додатне значення Аz1, 
друга – де максимальне від’ємне значення Az2. В режи-
мі СНХ розташування цих точок показано на рис. 1. 

У такий спосіб отримано Аz1 = 34,859 мВб/м; 
Az2 = –34,857мВб/м і за (3) Φ0 = 9,063 мВб. Це достат-
ньо близько, хоча і з уточненням: магнітний потік у 
проєкті ТАД має значення 9,005 мВб.  

Але, якщо б при чисельно-польовому розрахунку 
було використано спеціальні окремі криві намагнічу-
вання для зубців і спинок статора (див. табл. 1), то був 
би отриманий менш прийнятний магнітний потік 
Φ0 = 9,703 мВб (відмінність на 7 % є занадто великою). 

В чисельно-польових розрахунках ТАД суттєву 
роль має магнітне потокозчеплення (МПЗ). 

Для фазної обмотки статора, що має Ns послідов-
них витків, відповідно до рис. 1 МПЗ  
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де інтегрування відбувається за площами поперечного 
перерізу S1–S4 провідникової частини пазів фазних зон 
з позначками струмів +isA та –isA фазної обмотки А. 

Це МПЗ створюється магнітним полем на актив-
ній довжині осердь, тобто на пазовій частині обмотки 
статора ТАД. Визначення для (4) площ і інтегралів в 
скриптах Lua відбуваються автоматично за спеціаль-
ними функціями. І таким чином вийшло МПЗ фазної 
обмотки статора Ψms = 0,9843 Вб. 

В розглянутій на рис. 1 позиції фазної обмотки A 
– це максимальне значення МПЗ, тому можна розра-
хувати діюче значення фазної ЕРС 

72182 ,fE msss  В,  (5) 

де автоматично враховано розподілення обмотки. 
В проєкті ТАД аналогічне значення становить 

214,5 В, і наявна похибка ЕРС, як наслідок, дає нето-
чності подальших проєктних розрахунків.  

Уточнений розрахунок фазної ЕРС обмотки 
статора. Розглянуте визначення МПЗ і ЕРС фазної 
обмотки статора можна вважати як перше наближен-
ня, тому що амплітуда МПЗ прийнята по одній пози-
ції її фазних зон. Більш обґрунтованим є використан-
ня дискретної кутової функції МПЗ на її періоді. 

Конкретно, за розподілом ВМП в поперечному 
перерізі ТАД за (4) робиться «збір» значень МПЗ фаз-
ної обмотки А при умовному переміщенні її фазних 
зон в кутовому напрямку. Процес переміщення умов-
ної «маски» фазних зон в кутовому напрямку по пазо-
вій структурі статора показано на рис. 2 (показано 
перші три і остання 24-а позиції).  

Таким чином з’являється дискретна кутова чис-
лова функція МПЗ (табл. 2): 

Kkk skkk  ...3,2,,1;)1( );(  , (6) 

де k – лічильник положень умовно переміщуваної 
«маски» фазної зони; K= Qs/p – кількість таких поло-
жень у межах двох полюсних кроків p, що є періодом 
функції (6); s=360°/Qs –зубцево-пазовий крок осердя 
статора. 
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Рис. 2. Переміщення «маски» фазної зони обмотки статора 
для збору МПЗ у межах періоду його кутової функції на тлі 

розрахованого магнітного поля 
Таблиця 2 

Кутова дискретна функція МПЗ k фазної обмотки А 
на 24-х кутових позиціях, Вб 

k 1 2 3 4 5 6 
k 0,9843 0,9430 0,8337 0,6685 0,4617 0,2349 
k 7 8 9 10 11 12 
k 0,0001 –0,2347 –0,4614 –0,6683 –0,8335 –0,9428
k 13 14 15 16 17 18 
k –0,9843 –0,9430 –0,8337 –0,6685 –0,4617 –0,2349
k 19 20 21 22 23 24 
k –0,0001 0,2347 0,4614 0,6683 0,8335 0,9428 

 

Кутова функція (6) перетворюється на часову фу-
нкцію за співвідношенням = st, де s = s/p – кутова 
швидкість обертового магнітного поля ТАД. Отримана 
у такий спосіб часова функція зберігає значення МПЗ 
за табл. 2, і вона зображена на рис. 3 (крива 1). 

 Wb 

 
Рис. 3. Часова функція МПЗ фазної обмотки статора 
у межах її періоду T: 1 – синхронний неробочий хід; 

2 – номінальне навантаження 
 

Функція Ψs(t) є періодичною, тому розкладається 
в гармонічний ряд Фур’є на її періоді у два полюсні 
кроки (рис. 3), на яких розраховано МПЗ у K точках (у 
даному ТАД K = 24). 

Зважаючи нате, що для струмів обмотки статора 
прийнято косинусні функції (1), то і для МПЗ визна-
чається гармонічний ряд аналогічних функцій, тобто 
виходить гармонічна часова функція, яка відповідає 
нерухомій фазній обмотці А: 

 
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531
)cos( ,           (7) 

де амплітуди Ψmν і аргументи γψν (початкові фази) гар-
монік ν визначаються за відомими математичними пра-
вилами, що було показано в [6, 9] та інших роботах. 

Відомо, що номер найвищої гармоніки Ng не мо-
же перевищувати K/2. В (7) величини νst та ν вимі-
рюється в електричних радіанах або градусах. 

Від функції МПЗ (7) на підставі закону електро-
магнітної індукції за виразом e = –dΨ/dt переходимо 
до гармонічної часової функції ЕРС фазної обмотки: 

  



gN

...,,v
vsmss /tvve

531
2cos ,     (8) 

відкіля виділяються амплітуда ЕРС v-тої гармоніки 
Emv=vsΨmν                                    (9) 

та відповідна її початкова фаза 
2/vEv   .                            (10) 

Також за відомим співвідношенням для гармоні-
чних функцій через амплітуду отримується діюче зна-
чення ЕРС v-тої гармоніки, а саме: 

mvssv vfE  2 .                       (11) 

Часові функції (7) і (8) відповідно табл. 2 і рис. 3 
мають пів періодичну асиметрію: 

Kkpkk,skk,s  ...3,2,,1 ; )()(  ,  (12) 

тому їхні гармонічні ряди містять тільки непарні гар-
моніки, тобто для даних функцій виходить Ng = 11. 

З урахуванням усього гармонічного складу зна-
ходяться еквівалентне діюче значення фазної ЕРС 
обмотки статора 


gN

=ν
sseq E=E

1,3,5...

2
ν .                        (13) 

Розглянута методика трансформована у скрипт 
Lua, який поєднано з розрахунком МП за програмою 
FEMM, і у підсумку отримано такі результати: амплі-
туда і початкова фаза першої гармоніки МПЗ 
Ψm1= 0,9630 Вб; 1=0, діюче значення і початкова фаза 
першої гармоніки фазної ЕРС Es = 213,9 В, Es = –π/2; 
діюче значення повної ЕРС за (13) Eseq= 214,3 В. 

Гармонічний склад МПЗ (7) і ЕРС (8) у віднос-
них одиницях (в.о.) надано в табл. 3 (за базу прийняти 
значення їхніх перших гармонік), надано також діючі 
значення гармонік ЕРС Esν за (11). 

Таблиця 3 
Гармонічний склад МПЗ і ЕРС в режимі СНХ 

ν – 1 3 5 7 9 11 
Ψmν в.о. 1,000 0,0203 0,0003 0,0010 0,0009 0,0002
Emν в.о. 1,000 0,0610 0,0013 0,0067 0,0078 0,0027
Esν В 213,9 13,04 0,29 1,44 1,66 0,58 

 

Зауважимо, що тут і далі є гармоніки, кратні 
трьом, що нібито протирічить класичній теорії трифа-
зних електричних машин. Але ця теорія побудована 
на ступінчатих функціях розподілу МРС обмотки ста-
тора в умовах беззубцового ротора і повністю ненаси-
ченого магнітопровода. В таких умовах чисельно-
польовий розрахунок і формули (7), (8) дали теж ну-
льові треті і кратні ним гармоніки. Проте при наси-
ченні магнітопроводу і, в першу чергу, зубців статора 
ці гармоніки проявлялися, а в режимі навантаження 
таким гармонікам сприяє ще наявність струму в об-
мотці ротора. Зазначені особливості гармонічного 
складу підтверджується також в роботі [29] на при-
кладі трифазної обмотки статора турбогенератора. 

А ще до суттєвої відмінності методик гармоніч-
ного аналізу класичного і того, який застосовує в 
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статті, відноситься те, що перший робиться за умов-
ним ступінчастим розподілом МРС і магнітної індук-
ції в «гладкому» проміжку (в реалії цього і близько 
немає), а другій – за МПЗ обмотки безпосередньо в 
пазах з урахуванням реальної геометрії електромагні-
тної системи ТАД і насичення осердь. 

Уточнення намагнічувального струму обмот-
ки статора. Для визначення балансу напруг в елект-
ричному колі обмотки статора і подальшого уточнен-
ня намагнічувальної складової її струму у нагоді є 
рівняння рівноваги напругу векторній формі: 

fhsdifsRsss UUUEU σσ  ,          (14) 

де застосовано вектори: ЕРС Es; падіння напруги на 
активному опорі обмотки статора URs та на індуктив-
них опорах її диференціального Usdif і лобового Usfh 
розсіювання (індуктивний опір пазового розсіювання 
вже враховуються в ЕРС Es завдяки визначенню повно-
го МПЗ обмотки статора (4) у межах її активної части-
ни на довжині осердь ТАД); вектор струму обмотки 
статора має нульову початкову фазу відповідно до (1). 

Фазові співвідношення величин з (14) проілюст-
ровано на рис. 4 векторною діаграмою (ВД) загального 
вигляду (без дотримання масштабу векторів, тому що 
вона буде використовуватися у різних розрахункових 
режимах). Також зазначимо, що рівняння (14) і ВД на 
рис. 4 відповідають першим гармонікам величин, тому 
що саме вони використовуються і в проєктах ТАД. 

Перевернутий вектор ЕРС –Es відносно струму 
зсунуто на кут Es = 180 + Es, і він має діючі значен-
ня активної і реактивної складових: Esa= EscosφEs; 
Esr= EssinφEs. Діючі значення падінь напруги на зазна-
чених опорах розраховуються за формулами 
URs= RsIs; Usdif = XsdifIs; Usfh = XsfhIs. Ці опори визна-
чені при проєктуванні ТАД і мають значення 
Rs= 0,402 Ом, Xsdif = 0,253 Ом; Xs fh = 0,234 Ом. 

 

sU

sI
s

RsU

sE
srE

saE

fhsU 

difsU 

Es

 
Рис. 4. Векторна діаграма напруг в фазній обмотці статора 

 

Через складові векторів відповідно до рівняння 
(14) і рис. 4 виходять активна та реактивна складові 
фазної напруги Us:  

Rssasa UEU  ;  fhsdifssrsr UUEU   , 

її діюче значення та фазовий зсув відносно струму Is: 
22
srsas UUU  ;  )/arctg( sasrs UU . 

Розглядаючи режим СНХ, необхідно скрізь за-
мість Is підставляти відповідний струм Iμ. 

Підстановка у наведені формули усіх значень ве-
личин дає діюче значення напруги 217,7 В, яке не 
«дотягує» до 220 В, тобто до номіналу UsN. 

Тому для виходу на номінальну напругу обмотки 
статора був застосований ітераційний пошук відпові-
дного намагнічувального струму. 

У такий спосіб після трьох ітерацій визначено 
уточнене значення цього струму Iμ = 8,09 А, і при цьо-
му значення решти величин, які згадувалися, станови-
ли Ψm1 = 0,9725 Вб; Es = 216 В, URs = 3,3 В; Usdif = 2 В; 
Usfh = 1,9 В; Us = 220 В. 

Додатково було отримано значення відношення 
фазної напруги до фазної ЕРС обмотки статора при син-
хронному обертання ротора і магнітного поля ТАД 

028,1/  sssUE EUk ,                   (15) 

де 22 )( nssrsass UEEE  =214,1 В – фазна ЕРС без 

усіх складових розсіювання, Usn= XsnIs = 1,9 В – па-
діння напруги на реактивному опорі пазового розсію-
вання; Esa = 0; Esr = 216 В – активна та реактивна 
складові ЕРС Es (в режимі СНХ за розрахунками ви-
йшло Es = 90). 

Величина kUE важлива для подальшого розрахун-
ку режиму навантаження ТАД (в проєкті з [4] її зна-
чення дорівнює 1,026).  

Розрахунки магнітного поля ТАД в режимі 
його навантаження. Для цього режиму необхідна 
суворо детермінована взаємопов’язана система стру-
мів статора і ротора. Розрахункова модель ТАД з сис-
темою цих струмів надана на рис. 5. 

 
Рис. 5. Розподіл струмів в обмотках ТАД в режимі номінального 

навантаження і відповідна картина силових лінійного МП 
 

Кутові позиції пазів ротора фіксуються коорди-
натою першого паза αr1, який є найближчим зліва до 
осі y (на рис. 5 αr1 = 0). Решта пазів нумеруються лі-
чильником k і вони зсунуті один від одного на кут 
зубцевого кроку ротора αrn = 360°/Qr.  

Для розрахунку МП ТАД в режимі навантаження 
ключовим є завдання відповідних струмів в обмотках 
з урахуванням фазового зсуву між ними. Для їхнього 
визначення використовуються розрахунки за форму-
лами, які надаються далі за текстом на основі [4]. 

Базою таких розрахунків є ковзання s, для якого 
спочатку задається його проєктне значення sN, а також 
намагнічувальний струм обмотки статора Iμ, який ви-
значено в режимі СНХ. Але потім їхні значення уточ-
няються. 

Струм режиму СНХ Isos має реактивну складову 
Isrs, яка практично дорівнює Iμ, а також активну скла-
дову Isas, яка визначається при умові Isas<<Iμ: 
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sssmag
sas Um

IRmP
I

2


 ,                 (16) 

де Pmags – магнітні втрати в осерді статора. 
Струми в фазних зонах обмотки статора на рис. 5 

визначаються за формулами їхньої симетричної сис-
теми (1) і розподіляються як і в режимі СНХ (рис. 1). 

Для визначення струмів ротора і пояснення їх-
нього розподілу по пазах використовуються Г-подібна 
схема заміщення ТАД (рис. 6) [4] і відповідна ВД, яка 
побудована на рис. 7. Базовим є вектор фазного стру-
му Is, який за (1) має нульову початкову фазу.  

"
rX
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Рис. 6. Перетворена Г-подібна схема заміщення зведеного АД 
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Рис. 7. Векторна діаграма фазових співвідношень струмів 

обмоток ТАД 
 

Важливими для розрахунків струмів і інших еле-
ктромагнітних параметрів ТАД є активні і реактивні 
опори його обмоток. Вони відображені в схемі замі-
щення, а їхні значення знаходяться при проєктуванні. 
До вже наданих значень опорів обмотки статора Rs, 
Xsdif; Xs fh додамо сумарній реактивний опір її розсі-
ювання Xs = 0,725 Ом. 

Для короткозамкненої обмотки ротора активний 
опір на її фазну частину становить Rr = 53,9∙10–6 Ом. 
Використовуються також зведені до обмотки статора 
цей активний опір Rr = 0,196 Ом і реактивний опір 
розсіювання Xr = 1,02 Ом.  

Реактивний опір намагнічувальної вітки схеми 
заміщення:  

ssNmag XIUX   ,                 (17) 

активний опір Rmag<<Xmag через умову Isas<<Iμ. 
Усі зазначені опори для схеми заміщення (рис. 6) 

мають додаткове перетворення:  

s
'

s XcX   1 ; s
'
s RcR 1 ; '

r
"

r XcX   2
1 ; '

r
"

r RcR 2
1 , 

де c1 = 1 + Xs / Xmag – коефіцієнт, що характеризує 
відношення вектора напруги до вектора ЕРС обмотки 
статора при синхронному обертанні ротора – це ана-
лог коефіцієнту kUE (15). 

На основі проєктних даних ТАД і відповідно до 
схеми заміщення зведеного ТАД (рис. 6) та ВД (рис. 7) 
реактивний і активний опори вітки навантаження: 

)( 11
'

rsrs XcXcX   ; s/RcRcR '
rsrs

2
11  . (18) 

Струм ротора такого двигуна та його фазовий 
зсув щодо напруги обмотки статора Us 

22
rsrs

s''
r

XR

U
I


 ;  )arctg( rsrsr R/X ,      (19) 

і тоді діюче значення реального (не зведеного) струму 
обмотки ротора 

Isr
"
rr KIcI 1 ,                             (20) 

де коефіцієнт зведення струму обмотки ротора до 
струму обмотки статора [3] 

sqrWrr

sWss
Irs KmKN

mKN
K

1
 ,                     (21) 

до якого входять Ns = 112 – кількість послідовних ви-
тків у фазній обмотці статора; KWs = 0,959 – її обмоту-
вальний коефіцієнт; для короткозамкненої обмотки 
ротора кількість фаз mr = Qr, і на кожну кількість вит-
ків Nr = 0,5, обмотувальний коефіцієнт ротора KWr = 1; 
коефіцієнт скосу його пазів Ksr = 1. 

На підставі викладеного виходять реактивна і ак-
тивна складові фазного струму статора 

r
"
rsr III   sin ; r

"
rsassa III  cos ,      (22) 

тоді його діюче значення та кут фазового зсуву відно-
сно фазної напруги Us: 

22
srsas III  ; )arccos( ssas I/I . (23) 

Таким чином, за ВД (рис. 7) виходить електрич-
ний кут фазового зсуву між струмами Is і Ir (в градусах) 

rssr  180 ,                     (24) 

який в конструкції двигуна перетворюється на геоме-
тричний кут  

p/srsr  .                          (25) 

На наданій основі формується багатофазна сис-
тема миттєвих значень струмів в стрижнях коротко-
замкненого ротора, а саме: 

   11sin rrsnrrmkr kpIi  ,  (26) 

де k = 1, 2,…,Qr – прийнята на рис. 5 нумерація пазів 

ротора; rrm II  2  – амплітуда фазного струму в 

стрижнях ротора; β=0 – початкова фаза струму статора. 
За розрахунками отримано такі значення вели-

чин: Is = 28,8 А; φs = 27,25○; φr = 12,23○; φsr = –164,98○; 
KIrs = 16,9; Ir = 446 А; sr = –82,49°. 

Розподіл струмів за пазами статора і ротора на 
полюсних кроках τp в безрозмірній формі показано на 
рис. 8 (для струмів мають сенс вказані точки, ліній 
проведено для їхнього наочного поєднання). 

Відповідно викладеній методиці та проєктним 
параметрам ТАД в режимі номінального навантажен-
ня виконаний розрахунок його МП. Розподіл струмів 
в пазах ТАД і розрахована програмою FEMM картина 
МП надані на рис. 5. 

За розрахованим МП визначено низку парамет-
рів ТАД за тією ж методикою, що і для режиму СНХ. 

Магнітний потік у проміжку на полюсний крок 
за формулою (3) Φl = 8,781 мВб, тобто виявився на 
3,1 % менше, ніж в режимі СНХ. 

Часова функція МПЗ фазної обмотки статора в 
номінальному режимі наведена на рис. 3 (крива 2) у 
порівнянні з аналогічною функцією в режимі СНХ. 
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Рис. 8. Кутові дискретні розподіли струмів обмоток  
ротора ir і статора is ТАД по його пазах на розгортці  

кругової лінії, що проходить по проміжку 
 

В табл. 4 наданий гармонічний склад часових 
функцій МПЗ Ψmν та значень амплітуд ЕРС Emν (у від-
носних одиницях), а також абсолютних діючих зна-
чень ЕРС Esν обмотки статора, що можна порівняти з 
даними в аналогічній табл. 3 для режиму СНХ.  

Таблиця 4 
Гармонічний склад МПЗ і ЕРС в режимі 

номінального навантаження 
ν – 1 3 5 7 9 11 

Ψmν в.о. 1,000 0,0216 0,0069 0,0031 0,0001 0,0011
Emν в.о. 1,000 0,0648 0,0347 0,0217 0,0011 0,0117
Esν В 206,9 13,41 7,18 4,49 0,23 2,42 

 

Амплітуда і початкова фаза першої гармоніки МПЗ 
Ψm1 = 0,9313 Вб; γψ1 = –56,55○, діюче значення і почат-
кова фаза першої гармоніки фазної ЕРС Es1 = 206,9 В; 
γE1 = 33,45○; повна ЕРС за (13) Eseq = 207,5 В; за (17) 
фазна напруга Us = 224,7 В та фазовий зсув струму 
відносно неї φs = 34,84○ (рис. 7); падіння напруги 
URs = 7 В; Usσdif = 7,4 В;Usσfh = 6,9 В. 

За усіма вищими гармоніками знаходяться діюче 
значення диференціальної ЕРС обмотки статора [9] 


gN

=ν
ssdif E=E

3,5...

2
ν =16,05 В,                (22) 

та уточнений диференціальний опір обмотки статора 

16,0
s

sdif
difs I

E
=X  Ом.                 (23) 

Зазначимо, що цей опір тут знайдено з дотри-
манням його математичної та фізичної сутності, про 
що йдеться в [9], і він суттєво відрізняється від проєк-
тного значення (див. вище за текстом), яке знаходить-
ся за наближеною методикою. Тому подальші розра-
хунки відбуватимуться з оновленим значенням Xsσdif. 

В режимі навантаження важливими є енергетич-
ні параметри ТАД: 

- вхідна електрична потужність ТАД: 
ssssin IUmP  cos ;                       (24) 

- електромагнітний момент, який визначається 
спеціальною функцією Lua через тензор магнітного 
натягу Максвела, 








S

r
rs

a
em rdSBB

rr

l
M

)(0

,              (25) 

де B, Br – кутова і радіальна складові вектора магніт-
ної індукції; S – поперечна площа немагнітного про-
міжку; rr і rs – радіуси окружностей, що обмежують 
цю площину з боків ротора і статора; 

- електромагнітна потужність, яка передається 
обертовим магнітним полем зі статора на ротор: 

semem MP  ,                            (26) 

де Ωs – вже згадувана кутова швидкість цього поля; 
- електричні втрати потужності в обмотках ста-

тора і ротора 
2
sssels IRmP  ;  2

rrrelr IRmP  .                  (27) 

Значення решти втрат потужності в даних розра-
хунках не змінюються і беруться з проєкту ТАД [4]: 
Pmags – магнітні втрати в осерді статора, Pmec – механі-
чні втрати, додаткові втрати Pad, Pmagr – магнітні втра-
тив осерді ротора, які складаються з поверхневих та 
пульсацій них втрат. 

Враховуючи втрати, які відносяться до ротора, 
визначається вихідна корисна потужність ТАД: 

admecrmagelremout PPPPPP  .      (28) 

І нарешті коефіцієнт корисної дії (ККД) ТАД: 

inout P/P .                         (29) 

Згадані втрати потужності мають такі значення: 
Pels = 1046 Вт; Pelr = 407,7 Вт; Pmags = 270 Вт; 
Pmagr = 87,3 Вт; Pmec = 117 Вт; Pad = 84,3 Вт. 

За наданими формулами отримано інтегральні 
енергетичні параметри ТАД: Mem = 97,72 Н∙м; 
Pin = 16,667 кВт; Pem = 15,350 кВт; Pout = 14,741 кВт; 
cosφs = 0,821; η = 0,884. 

Фазна напруга на основі (14) Us= 224,7 В вияви-
лася більшою за номінал, але двигун повинен працю-
вати при номінальній напрузі 220 В. 

Для усунення надлишку Us необхідно зменшити 
намагнічувальний струм обмотки статора Iμ. Тому 
ітераційним шляхом знайдено чисельно-польовими 
розрахунками за наданою методикою Iμ = 7,25 А, і 
відповідно струм обмотки статора досяг Is = 29,22 А. 
Звісно, що змінилася не тільки напруга, але і решта 
величин, які набули таких значень: Ψm1 = 0,9101 Вб;  
γψ1 = –57,17○; Es1 = 202,4 В; γE1 = 32,83○; αsr = 83,10○; 
Eseq = 207,5 В; URs = 7 В; Usσdif = 7,4 В; Usσfh = 6,8 В; 
Us= 220 В; φs=34,28○; Mem=95,45 Н∙м; Pin=16,288 кВт; 
Pem=14,988 кВт; Pout=14,379 кВт; cosφs=0,826; η =0,883. 

З усього можна виділити те, що напруга Us стала 
номінальною, а ось вихідна потужність Pout не дотягує 
до номінального значення, яке становить 15 кВт. 

Зрозуміло, що задача одночасного забезпечення 
номінальних напруги та вихідної потужності є компле-
ксною, і для її розв’язання сформований відповідний 
метод, заснований на методиці з [4] та розробці [5].  

Комплексність задачі полягає у тому, що вхідні 
величини s, Iμ і вихідні Us, Pout є взаємопов’язаними, 
тобто вона є чотирьохпараметричною, і тому 
розв’язується ітераційним методом. Для цього нада-
ється суворо детермінована методика, сутність якої 
описується далі за текстом, а потім надаються резуль-
тати розрахунків, виконані програмою на скрипті Lua, 
яка забезпечує взаємодію з програмою FEMM. 

Ітераційне визначення ковзання і намагнічу-
вального струму обмотки статора для одночасного 
виходу на номінальні напругу і потужність ТАД. 
Для наочного подання методики застосована графічна 
модель, надана на рис. 9. Її основою є координатна 
система з шуканими параметрами: ковзанням ротора s 
і намагнічувальним струмом обмотки статора Iμ. 
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Рис. 9. Діаграма варійованих струму Iμ і ковзання s 

та відхилення шуканих величин Us і Pout 
 

Ця система координат подана в аксонометрії 
площиною s, Iμ, в який ставиться точка 0 з координа-
тами ковзання s0 і намагнічувального струму Iμ0, що 
задаються на поточній ітерації для розрахунку напру-
ги Us і потужності Pout. 

На першій ітерації значення ковзання s0 і струму 
Iμ0 беруться безпосередньо з проєкту ТАД [4]. За сут-
тю це перше наближення значень варійованих вели-
чин ітераційного процесу, що виконуватиметься.  

Навколо координатної точки s0, Iμ0 в зазначеній 
площині розташовується прямокутник з опорними 
точками 1, 2, 3 і 4. Відповідні лінії 1-2 і 3-4 мають 
координати ковзання s1 і s2, лінії 1-3 і 2-4 – координа-
ти струму Iμ1 і Iμ2. 

Тоді боки прямокутника мають розміри  
Δs= s2 – s1;  ΔI =Iμ2 – Iμ1.                    (30) 

Ці розміри вибираються такими, щоб можна в 
їхніх межах допустити лінійну залежність напруги Us 
і потужності Pout від ковзання s і струму Iμ. Приміром, 
на перший ітерації можна задати за досвідом розраху-
нків Δs = 0,05s0; ΔI = 0,05Iμ0, а далі на кожній наступ-
ній ітерації ці розміри зменшуються удвічі. 

Таким чином, на рис. 9 задано координати чоти-
рьох точок 1-4: 
s1=s0–Δs/2;  s2=s0+Δs/2;  Iμ1=Iμ0–ΔI/2;  Iμ2=Iμ0+ΔI/2. (31) 

Для кожної із заданих точок (31) виконується 
розрахунок МП в режимі навантаження ТАД. За ре-
зультатами цих розрахунків за наданою вище методи-
кою в цих точках визначаються відповідні значення 
фазної напруги Us (14) і вихідної потужності Pout (28): 

k,sU ; koutP , , 43,2,,1k ,                 (32) 

а також неузгодженості цих величин відносно їхніх 
номінальних значень: 

sNk,sk UUU  ; Nk,outk PPP  , 43,2,,1k . (33) 

Конкретні координати точок за (31) і значення 
неузгодженості фазної напруги Us і вихідної потужно-
сті Pout за (33) наведені в табл. 5.  

Таблиця 5 
Неузгодження величин на першої ітерації 

Варіювання s1 = 0,0248 s2 = 0,0274 

I1 = 6,849 A 
U1 = –2,59 В 
P1 = 1311 Вт 

U3 = –3,17 В 
P3 = –218 Вт 

I2 = 7,571 A 
U2 = 5,19 В 
P2 = –787 Вт 

U4 = 4,83 В 
P4 = 377 Вт 

Контрольна точка k: sk = 0,0274; Ik = 7,135 A; 
розходження Uk = 0,19 В; Pk = 19 Вт 

 

Зазначимо, що рис. 9 має загальний ілюстратив-
ний характер за принципом наочності і не відповідає 
даним табл. 5, які по ітераціях змінюються. 

Величини неузгоджень (33) будуються на рис. 9 
у відповідних точках 1–4 як умовні вектори перпен-
дикулярно координатній площині s, Iμ. 

Як зазначено, в межах координатного прямокут-
ника 1, 2, 3, 4 допускається лінійна залежність Us і Pout 
s і Iμ. Тоді можна попарно через кінці векторів U1 і 
U2, U3 і U4 провести прямі лінії, і аналогічно – 
через кінці векторів P1 і P2, P3 і P4 (див. рис. 9).  

На перетинах утворених ліній з боковими лінія-
ми чотирикутника в його площині відхилення напру-
ги Uk і потужності Pk в точках 5, 6 і 7, 8 дорівню-
ють 0. Тоді можна записати лінійні рівняння утворе-
них прямих ліній, які наведено пунктиром, і за цими 
рівняннями визначити координати точок перетину: 

12
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I
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Між точками 5 і 6 і аналогічно між точками 7 і 8 
проводяться свої прямі лінії (на рис. 9 це штрих-
пунктирні лінії), які мають аналітичні вирази: 

 1
56

5 ss
s

II
II 




 

 ;                   (34) 

 1
78

7 ss
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II
II 




 

 .                   (35) 

На лінії 5-6 Us = 0, на лінії 7-8 Pout = 0, тоді в 
точці 9 на їхньому перетині умови Us = 0 і Pout = 0 
виконуються разом.  

З системи лінійних рівнянь (34), (35) виходять 
шукані ковзання та намагнічувальний струм в точці k: 

12
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1 KK

II
ssk 


  ; )( 127 ssKII kk   ,   (36) 

де коефіцієнти 
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Підстановка в ці формули значень відомих вели-
чин дала sk = 0,0274 і Iμk = 7,135 А, що є в табл. 5. 

Такі значення мали б одночасно забезпечити но-
мінальні напругу UsN та потужність PoutN ТАД. Для пе-
ревірки цього при знайдених значеннях sk і Iμk за відо-
мою методикою розраховується МП і в точці k визна-
чаються відповідно значення напруги (14) та вихідної 
потужності (28): Us = 220,19 В та Pout = 15,019 кВт. 
Відповідні відхилення ΔU і ΔP за (33) становлять лише 
0,19 В і 19 Вт, що відображено в табл. 5. 

В принципі, для практичного проєктування це 
вже достатньо близько до заданих проектних номіна-
льних параметрів ТАД UsN і PoutN. Залишкові розхо-
дження Us та Pout можна пояснити тим, що функції 
Us(s, Iμ) і Pout(s, Iμ) реально дещо відрізняються від 
лінійних, прийнятих на рис. 9 і в супутніх формулах. 

Для демонстрації теоретичної спроможності роз-
робленої методики з точки зору зменшення відхилень 
ΔU і ΔP і уточнення ковзання s і намагнічувального 
струму Iμ ітераційний розрахунок повторюється. 

Але на другій ітерації за початкові значення ков-
зання s0 і струму Iμ0 приймаються значення sk і Iμk, які 
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визначені на першій ітерації. І тепер координатний 
прямокутник 1-2-3-4 будується навкруги нової коор-
динатної точки k, і при цьому його розміри Δs і ΔI за 
(30, 31) зменшується удвічі.  

Після третьої ітерації відхилення в новій контро-
льній точці k зменшилися до Uk = 0,01 В та Pk = 4 Вт. 
Тому подальший ітераційний процес не мав сенсу, і 
результати розрахунків вважаються остаточними. 

У підсумку отримано sN = 0,0274; Iμ = Isrs = 7,12 А; 
IsN = 29,9 А; Ir = 469,5 А; αsr = 83,41○; Mem = 100 Н∙м; 
Us = 220 В; Pin = 17,1 кВт; PoutN = 15 кВт. Тобто ре-
зультати розрахунку за третьою ітерацією забезпечи-
ли достатнє уточнення проєктних параметрів ТАД. 
Якщо б ні, то можна було б продовжити ітераційні 
розрахунки.  

Зазначимо, що представлений ітераційний про-
цес повністю автоматизований і його виконання ра-
зом з поточними розрахунками МП програмою 
FEMM забезпечуються складеним скриптом Lua. 

Таким чином, чисельно-польова перевірка роз-
глянутого проєкту ТАД показала ступінь його адеква-
тності, і при цьому вона забезпечила його помітні уто-
чнення. Одночасно виявлено уточнення коефіцієнта 
потужності з 0,889 до 0,898; ККД з 0,875 до 0,878. 

Окрім того важливим є те, що застосування 
представленого методу для перевірки не дуже якісних 
проєктів інших ТАД спроможне виявити і неприпус-
тимі помилки та допомогти їх виправити.  

Висновки. Сформовано теоретичну базу чисель-
но-польової підтримки, перевірки і уточнення класи-
чного проєктування трифазних асинхронних двигунів. 
За цією базою виконано практичні розрахунки їхніх 
електромагнітних та енергетичних параметрів, які 
стали можливими завдяки створенню керуючих скри-
птів Lua із застосуванням програми FEMM. 

Розроблена теоретична база є суворо детерміно-
ваною, незважаючи на складність лінійних та неліній-
них взаємозв’язків конструктивних, електромагнітних 
та енергетичних параметрів ТАД. Тому ця база підда-
ється адекватній алгоритмізації і програмуванню із 
застосуванням ітераційних процесів.  

Загальна структура теоретичної бази підсилена 
гармонічним аналізом кутових та часових функцій еле-
ктромагнітних величин, уточнюючим визначенням 
диференціального опору розсіювання обмотки статора. 

Розроблені теоретичні і практичні основи пере-
вірки і уточнення проектних електромагнітних та ене-
ргетичних параметрів ТАД апробовано на прикладі 
опублікованого класичного його проєкту в повному 
циклі розрахунків, який включає до себе як режим 
синхронного неробочого ходу, так і режим номіналь-
ного навантаження.  

Результати перевірки показали достатньо високу 
ефективність наданих теоретичні і практичні основ 
чисельно-польових розрахунків, які проявили, що 
проєкт ТАД потужністю 15 кВт виявляється розрахо-
ваним на 225 В замість 220 В, а вихідна потужність 
сягає лише 14,4 кВт. Визначено, що для виходу на 
номінальні значення в проєкті необхідно зменшити 
намагнічувальний струм обмотки статора з 7,75 А до 
7,12 А, а ковзання ротора при роботі ТАД буде мати 
значення 0,0274 замість 0,0261. При цьому одночасно 

уточнені такі важливі параметри двигуна, як оберта-
льний момент, ККД, коефіцієнт потужності, струм 
обмотки статора тощо. 

Зважаючи на здійснену програмну реалізацію 
методики чисельно-польових розрахунків трифазних 
асинхронних двигунів на базі програми FEMM і скри-
пту Lua, її можна вбудовувати в автоматизовані мето-
дики проєктування таких двигунів. 

Якщо проваріювати вихідну потужність проєк-
тованих ТАД, то за розробленими методикою і про-
грамою можна отримати в автоматизованому розра-
хунковому режимі сім’ю уточнених його робочих 
характеристик. 

Конфлікт інтересів. Автор заявляє про відсут-
ність конфлікту інтересів. 
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Theory and practice of numerical-field analysis and refinement 
of electromagnetic and energy parameters in the designs of 
three-phase induction motors. 
Introduction. The paper is devoted to improving the designs of 
three-phase induction motors (TIMs) based on the application of 
numerical calculations of their magnetic fields. Considering that 
the classical system for designing TIMs does not always provide 
sufficient accuracy of their design parameters, this task is relevant 
and therefore the developed motors require experimental refine-
ment and additional time and money accordingly. Problem. In 
classic design of TIMs, magnetic calculations are performed 
based on magnetic circuit theory. The magnetic circuit of TIMs is 
divided into conditionally homogeneous sections, on which the 
magnetic quantities are considered to be distributed evenly, but 
their real distribution is much more complicated. This approach 
leads to error in determining the electromagnetic parameters of 
TIMs and, as a result, inaccuracies in energy, mechanical, ther-
mal, etc. calculations. The goal of the paper is to further develop 
the existing system for designing TIMs by refining it using nu-
merical-field calculations of electromagnetic and energy parame-
ters. Methodology. The methodology is based on numerical-field 
verification and refinement of classical design of TIMs. It is 
strictly deterministic, despite the complexity of linear and nonlin-
ear interrelationships of its structural, electromagnetic, and en-
ergy parameters, and therefore it is amenable to adequate algo-
rithmization and programming using iterative calculations. The 
theoretical foundations of the methodology are reinforced by 
harmonic analysis of time functions of electromagnetic quantities 
and a refined determination of the differential leakage resistance 
of the stator winding. The tool for implementing the methodology 
is the FEMM program in conjunction with the created Lua scripts. 
Results. Numerical-field calculations of the electromagnetic and 
energy parameters of the test TIM developed according to the 
classical design were performed. This motor has been tested 
within the synchronous idle and rated load conditions. This dem-
onstrated a sufficiently high efficiency of the provided theoretical 
and practical foundations of numerical-field calculations and 
revealed that the TIM project does not meet the declared power 
and voltage requirement. To reach their nominal values, the 
method for refining the magnetizing current of the stator winding 
and the rotor slip is provided. Scientific novelty of this paper is 
the system of numerical-field calculations of electromagnetic and 
energy parameters of TIMs, which, in conjunction with the itera-
tive process, ensures its output to the specified nominal stator 
winding voltage and output power while simultaneously varying 
the magnetizing current and slip. Practical value. The methodol-
ogy of numerical-field calculations of TIMs based on the FEMM 
program and the Lua script is recommended to be integrated into 
the automated design system for these motors. In addition to veri-
fying and refining the parameters of the designed TIMs, the devel-
oped methodology and program can be used to obtain a set of 
refined operating characteristics in an automated calculation 
mode. References 29, tables 5, figures 9. 
Key words: three-phase induction motor, automated numeri-
cal-field calculations, magnetic field, FEMM, electromag-
netic and energy parameters, verification and refinement of 
design data. 
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