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Чисельно-польовий аналіз диференціального реактивного опору 
розсіювання обмотки статора трифазних асинхронних двигунів 
 

Вступ. Розглядається диференціальний реактивний опір розсіювання (ДРОР) обмотки статора трифазних асинхронних дви-
гунів (ТАД). Відомо, що ДРОР є сумою опорів самоіндукції обмотки від усіх гармонік її магнітного поля за виключенням першої 
і його аналітичне визначення є надто складним. Але цей опір є обов’язковим елементом проєктування, в тому числі для розра-
хунку низки інших параметрів та характеристик таких двигунів. Проблема. Через це в чинних класичних методиках проєкту-
вання ДРОР визначаються за спрощеною формулою з додаванням низки коефіцієнтів, табличних і графічних залежностей. У 
підсумку не тільки втрачається фізико-математичний сенс ДРОР, але навіть точність його розрахунку оцінити важко. Ме-
та роботи полягає у порівняльній перевірці класичного проєктного розрахунку ДРОР обмотки статора ТАД шляхом чисельно-
польового аналізу гармонічного складу ЕРС самоіндукцій в цій обмотці і визначення на такій основі ДРОР, що розглядається. 
Методика. Гармонічний аналіз відбувається за отриманням кутових та часових дискретних функцій магнітного потокозчеп-
лення (МПЗ) обмотки статора з їхнім формуванням двома способами: однопозиційним розрахунком магнітного поля і умов-
ним обертанням фазних зон обмотки, або багатопозиційними розрахунками обертового магнітного поля і визначенням МПЗ 
нерухомих фазних зон. Результати. Розрахунковий аналіз виконано для дев’яті поширених варіантів ТАД, запроєктованих за 
єдиною класичною методикою з варіюванням їхньої потужності та кількості полюсів. Оригінальність. Порівняння резуль-
татів класичного і чисельно-польового розрахунків ДРОР за програмою FEMM показало їхню велику розбіжність, що віднесе-
но до зазначених умовностей і припущень першого, тому що другий варіант позбавлений недоліків першого завдяки тому, що 
він враховує розміри конструкцій ТАД, насичення магнітопроводу і фізико-математичну сутність параметрів і величин, що 
розглядаються. Практична цінність. Надана методика чисельно-польового аналізу і отримані результати розрахунку ДРОР 
обмотки статора ТАД рекомендуються як основа для удосконалення системи їхнього проєктування. При цьому аналогічний 
підхід можна застосувати і для ДРОР обмотки ротора ТАД, але з урахуванням її особливостей. Бібл. 27, табл. 13, рис. 7. 
Ключові слова: асинхронний двигун, трифазна обмотка статора, диференціальний реактивний опір розсіювання, кла-
сичне проєктування, чисельно-польові розрахунки, магнітне потокозчеплення, гармонічний аналіз. 
 

Вступ. Трифазні асинхронні двигуні (ТАД) є різ-
номанітними і поширені в техносфері усього світу. 
Їхнє удосконалення завжди актуальне і відбувається 
за різними чинниками, в тому числі через підвищення 
точності і ефективності системи проєктування. 

Серед проєктних параметрів ТАД обов’язковими і 
важливими є активні і реактивні опори його обмоток. 
При цьому до більш складних і недостатньо адекватних 
звичайно відносяться розрахунки індуктивних опорів 
їхнього розсіювання. Це стосується опорів диференціа-
льного, пазового і лобового розсіювання, для яких ви-
значаються питомі магнітні провідності, але в класич-
ному проєктуванні, приміром в [1, 2], це відбувається за 
методиками з доволі наближеними формулами. 

Перш за все, це характерно для диференціально-
го реактивного опору розсіювання (ДРОР), який відо-
бражає наявність в магнітному полі у проміжку між 
осердями статора і ротора вищих гармонічних скла-
дових. Цей опір визначається за спрощеною емпірич-
ною формулою, яка враховує мінімум параметрів 
конкретних ТАД і не зачіпає фізичної сутності гармо-
нічного складу зазначених полів, проте вона підсилю-
ється низкою «непрозорих» коефіцієнтів, табличних і 
графічних залежностей. У підсумку не тільки втрача-
ється фізико-математичний сенс ДРОР, але навіть 
точність його розрахунку оцінити важко. 

Проблема класичних розрахунків індуктивних 
опорів розсіювання полягає у тому, що їхні методики 
засновані на простіших моделях магнітного поля, орі-
єнтованих на теорію магнітних кіл, яка не дає достат-
ньо адекватних результатів через складні геометрію 
електромагнітної системи ТАД і, відповідно, структу-
ру реальних магнітних полів.  

В цьому сенсі наразі актуальним є перегляд кон-
сервативної класичної системи проєктування ТАД на 
основі прямих розрахунків магнітних полів чисельни-
ми методами, для чого є відповідні програмні засоби, 
приміром, COMSOL Multiphysics, ANSYS Maxwell, 
FEMM тощо, які дозволяють при визначенні реактив-

них опорів розсіювання обмоток ТАД уникнути виму-
шених умовностей і спрощень.  

Використання різних програмних комплексів, а 
також інших експериментальних і розрахункових до-
сліджень характеристик та параметрів ТАД відобра-
жено у значній кількості робіт, наприклад, у [3–21]. 
Але, орієнтуючись на виконання конкретної мети, 
кожна з них фактично не стосується аналізу реактив-
них опорів обмоток ТАД. Це означає, що у таких ро-
ботах лише використовуються дані, отримані при кла-
сичному проєктуванні або створенні ТАД, проте ана-
лізу зазначених параметрів не відбувається. Тому за-
вдання детального аналізу методики розрахунку реак-
тивних опорів розсіювання обмоток ТАД залишається 
недостатньо вивченим і наразі є актуальним. 

Особливо це стосується параметрів диференціа-
льного розсіювання обмоток ТАД, які є найменш до-
слідженими через складність фізичного процесу їх-
нього утворення, хоча частка цього розсіювання по-
між інших його складових звичайно є переважаючою. 

Метою роботи є подальший розвиток системи 
проєктування ТАД шляхом чисельно-польового розра-
хункового аналізу реактивного опору диференціального 
розсіювання обмотки їхнього статора, а також порівня-
льна перевірка відповідних емпіричних формул, власти-
вих методикам традиційних проєктних розрахунків. 

Аналіз останніх досліджень. Незважаючи на ду-
же тривалий розвиток та використання ТАД, дослі-
дження щодо їхнього подальшого вивчання та удоско-
налення як таких, а також покращення роботи в систе-
мах електроприводу продовжуються в доволі широко-
му плані, наприклад в роботах [3–10]. І ці роботи у тій 
чи інший мірі зачіпають параметри цих двигунів. 

Так, в [3] для енергозбереження пропонується 
онлайн-оцінка параметрів ТАД з використанням роз-
ширеного фільтра Калмана. Зазначається, що для роз-
рахунку оптимального значення струму статора для 
енергозбереження потрібні його точні параметри, які 
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оцінюються у режимі реального часу з використанням 
онлайнового оцінювача, і що це може забезпечити 
мінімальні втрати потужності для приводу ТАД. 

Метою роботи [4] є дослідження ефективності ре-
алізації нечіткої логіки на програмованих логічних схе-
мах FPGA для діагностики відмов асинхронних машин 
при несиметрії фаз і їх обривах. Це відбувається на ос-
нові нечіткої логіки та аналізі сигналів струму статора 
двигуна, його середньоквадратичного значення. 

У статті [5] надана нова методика діагностики 
зламаних стрижнів ротора в малонавантаженій асинх-
ронній машині в стаціонарному режимі роботи. Цей 
метод використовується для вирішення проблеми за-
стосування традиційних методів, таких як алгоритм 
обробки сигналів перетворення Фур’є, шляхом аналі-
зу обвідної кривої струму статора з використанням 
дискретного та безперервного вейвлетперетворення.  

В [6] подається розробка моделі нейронної мере-
жі, що дозволяє генерувати велику базу даних, яка мо-
же охоплювати максимально можливі несправності 
статора ТАД. Вони враховують коротке замикання при 
великих коливаннях навантаження машини. Мета та-
кож полягає в автоматизації алгоритму діагностики за 
допомогою класифікатора штучної нейронної мережі. 

В роботі [7] виконано порівняльне дослідження 
способів врахування впливу процесів втрат у сталі 
статора асинхронної машини на параметри його робо-
чого режиму. Це відбувається за допомогою матема-
тичного моделювання з введенням еквівалентних 
опорів, підключених паралельно до схеми заміщення 
двигуна, а також еквівалентних контурів втрат у сталі.  

Стаття [8] присвячена оптимізації конструкції 
асинхронного двигуна з використанням багатопара-
метричних методів FEM. Показано, що параметри 
ТАД, включаючи типи пазів ротора і статора, сталеві 
листи осердь і матеріал обмотки ротора, оптимізовані 
за допомогою модуля Rmxprt в Maxwell.  

В [9] обґрунтовано етапи, методологію та засоби 
комплексного проєктування електромеханічних сис-
тем з асинхронними двигунами. Надано кількісну 
оцінку можливостей збільшення їхньої економічної 
ефективності із застосуванням комплексного проєк-
тування за критерієм максимуму доходу.  

У роботі [10] розглянуто спостерігач потокозче-
плення асинхронного двигуна, адаптивний до варіацій 
активного опору ротора. Завдяки введеному в спосте-
рігач надлишковому оцінюванню потокозчеплень, за 
виконання умов персистності збудження, забезпечу-
ються властивості глобальної експоненціальної стій-
кості оцінювання компонент векторів потокозчеплен-
ня і струму статора та активного опору ротора. 

Наступний цикл робіт [11–21] переважно стосу-
ється аналізу активних і реактивних параметрів обмо-
тки статора, використання і удосконалення схем за-
міщення ТАД, оперування з ними. 

У роботі [11] досліджуються реактивні (індукти-
вні) опори розсіювання і активні опори обмоток ТАД 
з метою подальшого розвитку системи проєктування 
ТАД шляхом чисельно-польового розрахункового 
аналізу активних і реактивних опорів обмоток ТАД у 
всьому діапазоні зміни його ковзання, і розрахунок 
механічної характеристики ТАД для підтвердження 
адекватності розрахунків цих опорів. Опори обмоток 
ТАД визначаються чисельними розрахунками магніт-

них полів розсіювання програмою FEMM, а в стрижні 
короткозамкненого ротора – з витісненням струму.  

В статті [12] досліджуються магнітні поля і відпо-
відні магнітні провідності пазового розсіювання обмот-
ки статора ТАД для порівняльної перевірки аналітичних 
формул з різних методик класичного проєктування. Чи-
сельно-польовим методом показано, що класична мето-
дика проєктування може давати як достатньо точні ре-
зультати, так і неприпустимі похибки у визначенні маг-
нітних провідностей пазового розсіювання ТАД. 

У роботі [13] наголошується, що глибоке розу-
міння параметрів асинхронної машини є необхідним 
практично для всіх методів керування програмами, 
щоб підтримувати високоякісні динамічні та стаціо-
нарні характеристики приводу. У цьому дослідженні 
представлено метод прогнозування параметрів асинх-
ронної машини під час запуску без використання 
будь-яких припущень. Для оцінки параметрів викори-
стовуються миттєві форми сигналів напруги та стру-
му, записані під час прямого запуску. Так можуть бу-
ти незалежно визначені усі шість основних електрич-
них параметрів асинхронних машин.  

У статті [14] описано новий спрощений метод для 
оцінки параметрів еквівалентної Т-схеми заміщення 
асинхронних двигунів, який базується виключно на таб-
лиці даних виробника та на синергетичній взаємодії чи-
сельного та аналітичного безрозмірного підходу з вико-
ристанням теореми Тевенена. Це забезпечує точні та 
стійкі результати для широкого діапазону швидкостей 
обертання та потужності асинхронних двигунів. 

Робота [15] також присвячена оцінці параметрів 
еквівалентної схеми ТАД. Ці параметри необхідні для 
багатьох досліджень продуктивності та планування за 
участю цих двигунів. Для їхньої оцінці запропоновано 
ітераційний метод, який використовує лише дані пас-
портної таблички двигуна. 

У [16] наголошується, що для контролювання 
обертального моменту у високопродуктивних опера-
ціях у широкому діапазоні швидкостей алгоритмами 
векторного керування, параметри еквівалентної схеми 
асинхронного двигуна повинні бути точно відомі. 
Метод оцінювання базується на інформації з даних 
виробника і принципах розв’язування нелінійних рів-
нянь, отриманих із схеми заміщення такого двигуна.  

Стаття [17] присвячена ідентифікації параметрів 
асинхронного двигуна в стані зупину. Проаналізовано 
комплексну процедуру ідентифікації, яка описує ме-
тод надійного визначення характеристик насичення 
основного потоку та перехідних процесів при випро-
буванні параметрів з боку ротора. Вплив насичення 
основного потоку вивчено за результатами випробу-
вань перехідних процесів і визначених параметрів 
ротора. Процедура ідентифікації підтверджується за 
допомогою експериментів з використанням конкрет-
них асинхронних двигунів. 

Як спроєктувати ТАД із бажаними характеристи-
ками та як реалізувати високоефективне управління 
для конкретного ТАД, це завжди було гарячою темою 
для багатьох дослідників, зазначається в [18]. Незалеж-
но від того, яка технологія керування використовується 
для досягнення високопродуктивного приводу ТАД, це 
залежить від глибокого розуміння параметричних ха-
рактеристик двигуна та їх точного отримання. Запро-
поновано ефективний метод визначення для підвищен-
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ня точності параметрів еквівалентної схеми для асинх-
ронних двигунів шляхом поєднання нероторного ви-
пробування з випробуванням подвійним навантажен-
ням і використання цього методу для вимірювання та 
аналізу параметричних характеристик ТАД.  

У статті [19] представлено дослідження ступеня 
дисбалансу та коефіцієнта диференціального магнітного 
розсіювання електричних машин, обладнаних багатофа-
зними обмотками. Аналіз було проведено для 4800 ком-
бінацій між пазами/полюсами/фазами/шарами, розгля-
даючи зміни фактору розсіювання для кожної умови з 
визначенням оптимальної зони для мінімізації розсію-
вання. Отримані результати демонструють, що коефіці-
єнт розсіювання може бути значно зменшений за допо-
могою застосування злегка асиметричних обмоток.  

У статті [20] надано точний і простий метод ви-
значення диференціальних коефіцієнтів розсіювання в 
багатофазних електричних машинах змінного струму 
з несиметричними обмотками. Метод ґрунтується на 
властивостях багатокутників Гьоргеса, які використо-
вуються для перетворення нескінченного ряду, що 
виражає диференціальний коефіцієнт розсіювання, у 
кінцеву суму, щоб значно спростити обчислення.  

Робота [21] знайомить з оцінкою параметрів 
ТАД на основі алгоритму диференціальної еволюції, 
спрямованого на оцінку його електричних і механіч-
них параметрів. Проведено порівняльне дослідження 
результатів при використанні трьох різних вхідних 
сигналів. Такий алгоритм здатний оцінювати параме-
три еквівалентної електричної схеми, такі як опори 
статора та ротора та індуктивності розсіювання, інду-
ктивність намагнічування, а також механічні параме-
три, такі як момент інерції та коефіцієнт тертя. 

Об’єкт дослідження. Для узагальнення дослі-
джень ДРОР вони виконуються для низки варіантів 
ТАД, спільними у яких є номінальні фазна напруга 
UsN = 220 В і частота fs = 50 Гц; відповідно кількість 
фаз ms=3. 

Базовим прийнято чотириполюсний ТАД номі-
нальною потужністю PN = 7,5 кВт, який цікавий тим, 
що є тестовим об’єктом в методиці проєктування [1], 
яка досі поширена на підприємствах і у вищих навча-
льних закладах відповідного профілю.  

Усього розглядається дев’ять аналогічно запроє-
ктованих варіантів ТАД з варійованою потужністю 4; 
7,5 і 11 кВт, кожний з яких розглядається при кількос-
ті пар полюсів p, рівною 1, 2 і 3.  

Двигуни з такими параметрами є доволі пошире-
ними у сучасному виробництві ТАД загальнопромис-
лового виконання [22, 23]. Таким чином, дев’ять при-
йнятих варіантів дозволять достатньо повно продемо-
нструвати результати розрахунків за прийнятою тут 
чисельно-польовою методикою і порівняти їх із ре-
зультатами за класичною методикою.  

Основні проєктні параметри обраних варіантів 
ТАД надані в табл. 1. Вони отримані за класичною 
методикою [1], яка перетворена на авторський скрипт 
Lua, що входить до єдиного програмного комплексу 
на основі програми FEMM [24]. Цей скрипт протесто-
ваний на зазначеному базовому варіанті ТАД, що ви-
ключає проєктні помилки різного походження.  

В табл. 1 позначені параметри ТАД: h – висота 
осі обертання, ds, ls – внутрішній діаметр розточення 

осердя статора і його аксіальна довжина;  – повітря-
ний проміжок; qs – кількість пазів на полюс і фазу 
статора; Ns – кількість послідовних витків в фазній 
обмотці; Qs, Qr – кількості пазів статора і ротора; 
IsN – номінальний фазний струм статора.  

Таблиця 1 
Найважливіші проєктні дані ТАД 

PN p h ds ls   qs Qs Ns Qr IsN 
кВт – мм мм мм мм – – – – А 

1 100 96 110 0,45 4 24 132 19 7,92 
2 100 109 145 0,30 3 36 144 28 8,74 4 
3 112 134 140 0,30 3 54 171 51 9,29 
1 112 109 140 0,50 4 24 88 19 15,42 
2 132 147 120 0,35 3 36 126 34 15,31 7,5 
3 132 158 155 0,35 3 54 135 51 15,94 
1 132 129 135 0,60 4 24 76 19 22,23 
2 132 147 165 0,35 3 36 90 34 22,26 11 
3 160 192 135 0,40 3 54 126 51 22,85 

 

Загальне компонування ТАД надано на рис. 1.  

 
Рис. 1. Електромагнітна система ТАД з розподілом струмів 
в його обмотках і картиною силових ліній магнітного поля 

обмотки статора 
 

Обмотка статора одношарова, діаметральна, що 
характерно для ТАД зазначених потужностей, обмотка 
ротора короткозамкнена лита з алюмінієвого сплаву. 
В даному ТАД застосовані поширені форми пазів ста-
тора і ротора загальнопромислових ТАД [1, 2, 22, 23], 
які показано на рис. 1.  

Проєктна методика визначення диференціа-
льного індуктивного опору обмотки статора ТАД. 
Для прозорості виконуваних досліджень сперш наво-
дяться класична методика розрахунку ДРОР за [1] та 
результати, отримані нею. 

Коефіцієнт магнітної провідності диференціаль-
ного розсіювання 
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K  – коефіцієнт, що враховує 

вплив відкриття пазів статора; bs1 – ширина шліца 
його пазів; s – зубцовий крок статора; Kdif s – коефіці-
єнт диференціального розсіювання статора, що дорів-
нює відношенню сумарної ЕРС від вищих гармонік 
магнітного поля статора до ЕРС від першої гармоніки, 
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визначається за табл. 2; Kr dm – коефіцієнт демпфува-
льної реакції струмів, наведених в короткозамкненій 
обмотці ротора вищими гармоніками магнітного поля 
статора, визначається за табл. 3 для заданих варіантів 
ТАД; KWs – обмотковий коефіцієнт статора; 
Kc – коефіцієнт повітряного проміжку. 

Таблиця 2 
Визначення коефіцієнту диференціального розсіювання статора 

qs 2 3 4 5 6 
Kdif s 0,0285 0,0141 0,0089 0,0065 0,0052 

 

Таблиця 3 
Визначення коефіцієнту демпфувальної реакції струмів 

обмотки ротора (фрагмент загальної таблиці) 
Значення Kr dm при Qr / p 

qs 10 15 20 25 30 

3 
92,0

98,0  

87,0

93,0  

84,0

88,0  
78,0

85,0  
– 

4 – 
81,0

90,0  

77,0

84,0  
750

80

,

,  
72,0

77,0  

Значення: у чисельнику – при скосі пазів ротора, 
в знаменнику – за відсутністю скосу. 

 

Дані для формули (1) для усіх варіантів ТАД від-
повідно до табл. 1 зібрано у табл. 4. 

Власне коефіцієнт провідності диференціального 
розсіювання λsd обмотки статора разом з іншими анало-
гічними величинами надано в табл. 5, де позначено: 
λsn, λsfh – коефіцієнти магнітної провідності пазового і 
лобового розсіювання; λσs – сумарний коефіцієнт розсію-
вання; Rs, Xσs – повні активний і реактивний опори обмо-
тки статора в номінальному режимі роботи ТАД, а також 
Xsd – реактивний опор диференціального розсіювання. 

 

Таблиця 4 
Дані для проєктного розрахунку коефіцієнта 

магнітної провідності диференціального розсіювання ТАД 
PN p s bs1 Kc KWs Kr dm Kn s Kdif 

кВт – мм мм – – – – – 
1 12,6 3,0 1,204 0,958 0,852 0,95 0,0089 
2 9,5 3,0 1,349 0,960 0,940 0,90 0,0141 4 
3 7,8 3,2 1,521 0,960 0,910 0,86 0,0141 
1 14,3 3,2 1,179 0,958 0,852 0,95 0,0089 
2 12,8 3,5 1,283 0,960 0,910 0,91 0,0141 7,5 
3 9,2 3,5 1,433 0,960 0,910 0,88 0,0141 
1 16,9 3,5 1,150 0,958 0,852 0,96 0,0089 
2 12,8 3,5 1,283 0,960 0,910 0,91 0,0141 11 
3 11,2 3,8 1,360 0,960 0,910 0,89 0,0141 

 

Таблиця 5 
Розраховані проєктні опори ТАД 

PN p λsn λsd λsfh λσs Rs Xsd Xσs 
кВт – в.о. в.о. в.о. в.о. Ом Ом Ом 

1 1,261 1,729 1,805 4,794 1,771 0,654 1,815
2 1,377 2,200 0,704 4,281 1,842 0,871 1,6954 
3 1,521 1,215 0,676 3,413 2,103 0,437 1,226
1 1,257 2,060 1,575 4,892 0,744 0,441 1,047
2 1,365 3,55 1,089 6,014 0,834 0,893 1,5087,5 
3 1,532 1,573 0,704 3,809 0,941 0,390 0,945
1 1,254 2,487 1,884 5,625 0,452 0,383 0,866
2 1,355 3,559 0,789 5,704 0,487 0,626 1,00411 
3 1,653 2,180 0,958 4,791 0,673 0,410 0,901

 

Зауважимо, що відносне значення коефіцієнта про-
відності диференціального розсіювання λsd у λσs складає 
частку у межах 0,361–0,624, що показує високу питому 
вагу цього типу розсіювання на тлі інших його типів.  

Індуктивний опір розсіювання фазної обмотки 
статора розраховується за відомою формулою [1]: 
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,X ,                   (2) 

а реактивний опор диференціального розсіювання 
Xsd – за аналогічною формулою при заміні λσs на λsd. 

Надання в табл. 5 активного опору Rs обмотки 
статора поряд з повним її реактивним опором Xσs сві-
дчить про їхню сумірність і вагомість обох у розраху-
нку важливих експлуатаційних параметрів і характе-
ристик ТАД та їхніх режимів роботи [1, 2].  

Чисельно-польові розрахунки параметрів 
диференціального розсіювання обмотки статора 
ТАД. Фізично прозорий шлях до ДРОР пролягає че-
рез прямий розрахунок гармонічного складу ЕРС об-
мотки статора, які визначаються безпосередньо через 
часові функції її власного магнітного потокозчеплен-
ня (МПЗ) [25]. Все це в найбільш достовірній формі 
можна зробити на основі чисельних розрахунок від-
повідних магнітних полів саме обмотки статора.  

Ці магнітні поля в ТАД розраховуються в попу-
лярному безкоштовному програмному пакеті FEMM 
[24]. Зважаючи на багатоваріантні комплексні розра-
хунки, які містять проєктування ТАД, побудову його 
фізико-геометричної моделей в програмному середо-
вищі FEMM, керування розрахунками магнітного по-
ля, визначення часових функцій МПЗ і ЕРС та їхній 
гармонічний аналіз, всі вони були автоматизовані. 
Для цього за прикладом в [26] й інших авторських 
робіт створений єдиний скрипт на алгоритмічній мові 
Lua, інтегрованої до програми FEMM.  

Програма FEMM розв’язує велику систему алге-
браїчних рівнянь, які сформовані на основі методу 
скінчених елементів і диференціального рівняння, що 
описує магнітне поле в поперечному перерізі елект-
ромагнітної системи ТАД, а саме [24]: 

  zz JkAk
B












 )(

1
,                  (3) 

де Jz, Az – аксіальні складові векторів густини струму і 
векторного магнітного потенціалу (ВМП);  – магніт-

на проникність, залежна від магнітної індукції B; k  – 
орт за аксіальною віссю z. 

Для обмеження зони розрахунку ТАД, яка нада-
на на рис. 1, на зовнішній поверхні осердя статора для 
ВМП задається гранична умова Діріхле, тобто Az = 0.  

Особливістю даного дослідження є те, що для 
визначення диференціального індуктивного опору 
обмотки статора основою є розрахунок магнітного 
поля саме цієї обмотки при наявності в неї симетрич-
ної трифазної системи фазних струмів  

)cos( tIi mssA  ; 

)3
2cos(  tIi mssB ;                      (4) 

)3
2cos(  tIi mssC , 

де sms II  2 – амплітуда струмів;  Is,  = 2πfs – їхні 

діюче значення і кутова частота; t – час.  
При формуванні системи струмів (4) в конкрет-

них розрахунках магнітних полів виникає питання 
вибору розрахункового діючого значення струму Is. 
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Орієнтиром для розрахунків прийнято те, щоб 
насичення магнітної системі ТАД було такого рівня, 
як і в його номінальному режимі роботи. Відповідно 
для обмотки статора як перше наближення береться 
значення струму режиму ідеалізованого неробочого 
ходу (ІНХ), яке забезпечує цю умову. Природно, що 
струми в обмотці ротора в цьому режимі відсутні. 

В моделі на рис. 1 показано прийнятий розподіл 
фазних зон обмотки статора, а значення фазних стру-
мів в них задаються за (4) для конкретних моментів 
часу. Так при t = 0 маємо відповідні миттєві значення 
струмів: isA=Ims; isB=isC= –0,5Ims, а також позначені їхні 
напрямки в зазначений момент часу.  

Умовний розподіл струмів по пазах обмотки ста-
тора показано на рис. 2 як дискретну функцію по ку-
товій координаті α, яка позначена на рис. 1, та по по-
люсних кроках τp. Мають сенс точки, які відобража-
ють струми в пазах, а з’єднувальні лінії проведені для 
наочності структури струмів. 

Для програми FEMM чисельне розв’язання рів-
няння (1) методом скінчених елементів є тривіальною 
задачею. У результаті в поперечному перерізі ТАД 
отримується розподіл ВМП, який на рис. 1 дає карти-
ну силових ліній магнітного поля в режимі ідеалізо-
ваного неробочого ходу. Тут і далі поточні ілюстрації 
надаються на прикладі прийнятої базової моделі ТАД. 

 
Рис. 2. Кутовий дискретний розподіл струмів is  

обмотки статора ТАД по його пазах на розгортці 
циліндричної поверхні у проміжку 

 

Черговим кроком розрахунків є визначення маг-
нітного потокозчеплення (МПЗ) фазної обмотки ста-
тора, в якості якої як звичайно приймається фазна 
обмотка A зі струмом isA. Для МПЗ в програмі FEMM і 
скрипті Lua є відповідні процедури. Але необхідним є 
не одне якесь значення МПЗ, а його кутова, а потім і 
часова функція.  

Для цього є два шляхи розрахунків: швидкий 
і тривалий, які розглянемо почергово. 

Швидкий метод формування часових функцій 
МПЗ і ЕРС є доречним на початковому етапі чисель-
но-польових досліджень ДРОР. 

У цьому разі спочатку отримується кутова функ-
ція МПЗ після одноразового розрахунку магнітного 
поля при t = 0, картина якого вже показана на рис. 1 і 
відповідає фіксованому розподілу ВМП. 

Конкретно, за розподілом ВМП в поперечному 
перерізі ТАД робиться «збір» значень МПЗ фазної 
обмотки А при почерговому виділені «маски» фазної 
зони з її переміщуванням в кутовому напрямку по 
пазовій структурі статора.  

На рис. 3 показана послідовність таких дій з пе-
реміщування «маски» в межах двох полюсних кроків, 
що відповідає періоду кутової функції МПЗ.  

 

 
Рис. 3. Процес переміщування «маски» фазної зони обмотки 
статора для збору МПЗ у межах періоду його кутової функції 

на тлі розрахованого магнітного поля 
 

В кожній виділеній позиції командами Lua 
Ak=mo_blockintegral(1) і Sk=mo_blockintegral(5) зчи-
туються поверхневий інтеграл ВМП і площа виділе-
ного блоку стрижнів, що надає можливість визначен-
ня МПЗ умовної фазної зони з номером k: 

Ψk = NsAk / Sk.                                (5) 
Таким чином з’являється дискретна кутова фун-

кція МПЗ 
Kkk skkk  ...3,2,,1;)1( );(  ,     (6) 

де k – лічильник положень умовно переміщуваної 
«маски» фазної зони; K=Qs/p – кількість таких поло-
жень у межах двох полюсних кроків p, що є періодом 
T функції (6); s=360°/Qs – зубцевий крок статора. 

Отриманий числовий масив МПЗ надано в табл. 6. 
 

Таблиця 6 
Кутова дискретна функція МПЗ k фазних зон 

фазної обмотки А в 18 кутових позиціях, Вб 
k 1 2 3 4 5 6 
k 0,4858 0,4555 0,3708 0,2418 0,0840 –0,0840
k 7 8 9 10 11 12 
k –0,2418 –0,3707 –0,4554 –0,4858 –0,4512 –0,3644
k 13 14 15 16 17 18 
k –0,2366 –0,0819 0,0819 0,2366 0,3644 0,4512 

 

Кутової функції )( kk   на двох полюсних кро-

ках, тобто на її періоді (табл. 6), в принципі достатньо 
для уявлення про її сутність, але для першої спроби 
аналогічні дії було виконано ще на двох полюсних 
кроках і результат повністю повторився. Отримана 
дискретна функція Ψ продемонстрована на рис. 4. 

Кутова дискретна функція МПЗ k(k) фазних 
зон за табл. 6 перетворюється в аналогічну функцію 
для фазної обмотки A цілком на її періоді:  

Kkpk/Kkkkk,s  ...3,2,,1 ; )()( 2   . (7) 
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Тут враховується, що вітки обмотки утворюють-
ся провідниками у фазних зонах з різними напрямка-
ми струмів, розташованих через полюсний крок τp. 
Окрім того, отримуються усереднення значень МПЗ 
фазних зон, розташованих через два полюсні кроки, 
завдяки чому замість функції Ψ за рис. 4 на двох пері-
одах отримується усереднена функція МПЗ Ψs на од-
ному періоді у межах двох полюсних кроків. Ця фун-
кція проілюстрована на тому ж рис. 4.  

 Wb 

 
Рис. 4. Кутова функція МПЗ фазних зон половини 

фазної обмотки – Ψ і фазної обмотки повністю – Ψs 
 

Вийшло, що кутова функція МПЗ близька до ко-
синусоїди, як і часові функції фазних струмів (4), але 
від кутової функції розподілу струмів по пазах (рис. 2) 
принципово відрізняється. Проте в теорії ТАД на осно-
ві ступінчастої функції струмів статора is(α) прийнято 
формувати аналогічні функції розподілу магнітору-
шійної сили (МРС) у проміжку, далі – магнітної індук-
ції і магнітних потоків. І все це покладено в основу 
гармонічного аналізу магнітних і електричних величин, 
в тому числі – ЕРС в фазних обмотках статора. 

Але неадекватність цього підходу показана в [27] 
на прикладі трифазної обмотки статора турбогенера-
тора. Це підтверджує практично гармонічна функція 
МПЗ (рис. 4), від якої до аналогічної, але часової, фу-
нкції ЕРС залишився лише один крок. 

Функція Ψs (7) є періодичною, тому підлягає 
розкладанню в гармонічний ряд Фур’є на її періоді у 
два полюсні кроки (див. рис. 4), на яких розраховано 
МПЗ у K точках (їхня конкретна кількість у даному 
ТАД дорівнює 18, а точка 19 вже входить до наступ-
ного періоду і повторює точку 1).  

Розкладання починається з визначення синусних 
та косинусних амплітуд гармонічних складових: 





K

k
kkv v

K
s

1
)sin(

2
;  




K

k
kkv v

K
c

1
)cos(

2
,  (8) 

де v – номер поточної гармоніки; k – номер кутової 
позиції на рис. 3 і 4; k – її кутова координата. 

Відомо з математичних основ, що допускається 
максимальна кількість гармонік Ng = K/2. 

Зважаючи на те, що для струмів обмотки статора 
прийнято косинусні функції (4), то і для МПЗ за кое-
фіцієнтами (8) теж визначається гармонічний ряд ко-
синусних функцій:  





gN

...,,v
vvm

531
)cos( ,            (9) 

де до цього ряду для кожної гармоніки входять такі 
амплітуда і аргумент (початкова фаза):  

22
vvmv cs  ;   

v

v
v c

s
arctg .         (10) 

Кутова функція (9) перетворюється на часову 
функцію за співвідношенням =st, де s=/p – куто-
ва швидкість обертового магнітного поля ТАД. У під-
сумку для МПЗ виходить гармонічна часова функція, 
яка відповідає нерухомій фазній обмотці А–А’:  





gN

...,,v
vvm tv

531
)cos( .         (11) 

Зазначимо, що в (9) величини ν та ν вимірю-
ються в кутових радіанах або градусах, а в (11) вели-
чини νt та ν вимірюється в електричних радіанах 
або градусах, зважаючи на відомий перехід геометри-
чних кутів  у електричні el, тобто el=p. 

Від функції МПЗ (11) на підставі закону елект-
ромагнітної індукції за загальним виразом e = –dΨ/dt 
робиться перехід до гармонічної часової функції ЕРС 
фазної обмотки статора:  

 


 
gN

...,,v
vms /tvve

531
2cos .    (12) 

В цій формулі виділяються амплітуда ЕРС v-тої 
гармоніки 

Emv=v mv                             (13) 

та відповідна її початкова фаза  
2/vev   .                         (14) 

Також за відомим співвідношенням для синусої-
дної функцій через амплітуду отримується діюче зна-
чення ЕРС v-тої гармоніки, а саме:  

mvssv vfE  2 ,                         (15) 

де враховано, що кутова частота =2fs; fs – частота 
електромагнітних величин в ТАД. 

Кутові функції (6) і (7) відповідно табл. 6 і рис. 4 
мають півперіодичну асиметрію:  

Kkpkk,skk,s  ...3,2,,1 ; )()(  ,     (16) 

тому гармонічні ряди (9), (11) і (12) містять тільки 
непарні гармоніки. 

За наданою методикою у вигляді формул (5)–(15) 
зроблена на скрипті Lua відповідна програмна реалі-
зація формування та розкладання періодичної функції 
МПЗ в гармонічний ряд Фур’є і отримання аналогіч-
ної функції ЕРС.  

Визначення намагнічувального струму обмо-
тки статора. Як зазначено, розрахунки магнітного 
поля виконуються в режимі ІНХ за умови насичення 
магнітопроводу, еквівалентного номінальному режи-
му. Для цього в структуру розрахунків після проєкту-
ванння ТАД уведений пошук відповідного струму. Це 
відбувається ітераційним шляхом за умови виходу на 
номінальну напругу обмотки статора UsN. 

Як початкове значення струму для першої ітерації 
береться проєктне значення намагнічувальної складової 
струму обмотки статора Iso, що дорівнює 5,65 А. 

Після розрахунку магнітного поля за наведеною 
методикою визначаються часова функція МПЗ (11) і 
далі ЕРС (12), для яких виділяються і використову-
ються перша гармоніка, а саме, для ЕРС – її діюче 
значення Es1 (15) і початкова фаза e1 (14).  

Цього достатньо, щоб в символічному вигляді 
відповідно рівнянню рівноваги напруг в контурі фазної 
обмотки статора визначити комплекс фазної напруги 
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fhsdifsRsss UUUEU σσ1  ,              (17) 

де застосовано комплекси: ЕРС 1
11

ej
s eEE  ; падіння 

напруги на активному опорі обмотки статора 

sosRs IRU   та на індуктивних опорах її диференціа-

льного sosddifs IjXU σ  і лобового sosfhfhs IjXU σ  

розсіювання (індуктивний опір пазового розсіювання 
вже враховуються в ЕРС 1sE  завдяки визначенню 

повного МПЗ обмотки статора (5) у межах її активної 
частини на довжині осердь ТАД); комплекс струму 
обмотки статора має вигляд Iso=Iso через те, що для 
нього прийнята нульова початкова фаза.  

Після визначення напруги на поточній ітерації на 
наступній намагнічувальний струм коригується за 
лінійною інтерполяцією, і все повторюється до зве-
дення відхилення напруги dUs від її номіналу до до-
пустимого рівня. Проходження ітераційного процесу 
ілюструється в табл. 7, де ni – номер ітерації. 

 

Таблиця 7 
Зміни намагнічувального струму в ітераційному процесі 

виведення напруги на номінальне значення 
ni Iso, А Us, В dUs, В 
0 5,65 240,9 20,86 
1 5,16 224 4,01 
2 5,05 221,2 1,25 
3 4,99 219,9 –0,06 
4 4,99 220 0 

 

В даному прикладі є наочним, що при проєктно-
му значенні намагнічувального струму напруга доволі 
сильно відхиляється від номіналу, що є наслідком 
застосування в проєкті магнітного розрахунку на ос-
нові теорії магнітних кіл. Але ітераційний процес по-
казав, що для роботи з номінальною напругою, а зна-
чить при відповідному насиченні магнітопроводу 
ТАД, намагнічувальний струм повинен дорівнювати 
4,99 А. Саме це значення Iso використовується для 
подальших розрахунків тестового ТАД в режимі ІНХ і 
визначення його ДРОР.  

В результаті подальших розрахунків і гармоніч-
ного аналізу кутових функцій МПЗ та ЕРС на періоді 
отримуються такі розрахункові дані: амплітуда і по-
чаткова фаза першої гармоніки МПЗ Ψm1= 0,9640 Вб; 
1=0; діюче значення та початкова фаза цієї ж гармо-
ніки ЕРС Es1= 214,1 В; e1= –90. 

Гармонічний склад цих величин у відносних 
одиницях (в.о.) надано в табл. 8 (за базу прийнято 
значення їхніх перших гармонік), а дозволена кіль-
кість гармонік Ng склала 9. 

Таблиця 8 
Гармонічний склад МПЗ і ЕРС 

ν – 1 3 5 7 9 
Ψmν в.о. 1,000 0,0047 0,0017 0,0010 0,0009 
Emν в.о. 1,000 0,0141 0,0087 0,0070 0,0078 
Esν В 214,1 3,02 1,87 1,51 1,68 

 

У цілому, гармонічний склад оцінюється коефі-
цієнтом викривлення (на прикладі ЕРС) 

1
1

2
ν m

gN

=ν
mdistE EE=d  ,                    (18) 

який для функцій МПЗ і ЕРС отримав відповідні зна-
чення: ddist= 1,0000; ddistE=1,0002. 

З урахуванням усього визначеного гармонічного 
складу знаходяться еквівалентне діюче значення фаз-
ної ЕРС обмотки статора  


gN

=ν
ss E=E

1,3,5...

2
ν ,                          (19) 

а також диференціальна ЕРС, яка складається тільки з 
вищих гармонік, 


gN
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ssdif E=E
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2
ν .                         (20) 

Остання ЕРС дозволяє визначити шуканий дифе-
ренціальний індуктивний опір фазної обмотки статора: 

so

sdif
sdif I

E
=X .                             (21) 

Розрахунки за формулами (19)–(21) дали резуль-
тати: Es= 214,2 В; Esdif = 4,21 В; Xsdif = 0,84 Ом. 

Якщо порівняти отриманий диференціальний ін-
дуктивний опір Xsdif = 0,84 Ом з його проєктним зна-
ченням Xsd = 0,893 з табл. 5, то можна подумати про 
близькість двох варіантів розрахунку. 

Але це доти, доки аналогічні розрахунки ще не ви-
конано для усіх запланованих варіантів ТАД (табл. 1): 
усі отримані результати наведено в табл. 9, де для різ-
них варіантів відповідно до їхніх даних кількість до-
ступних гармонік Ng складала 9 або 11.  

Таблиця 9 
Диференціальні параметри ТАД, отримані одноразовим 

чисельно-польовими розрахунком магнітного поля 
PN p Iso Ψm1 Es1 Es Esdif Xsdif 

кВт – А Вб В В В Ом 
1 2,56 0,9747 216,5 216,5 1,99 0,78 
2 3,84 0,9700 215,5 215,7 10,16 2,65 4 
3 6,34 0,9691 215,3 215,8 14,54 2,29 
1 4,39 0,9749 216,6 216,6 1,99 0,45 
2 4,99 0,9640 214,1 214,2 4,21 0,84 7,5 
3 7,99 0,9694 215,3 215,6 10,01 1,25 
1 5,95 0,9723 216,0 216,0 2,05 0,34 
2 7,17 0,9655 214,5 214,5 4,25 0,59 11 
3 9,06 0,9658 214,6 214,6 6,33 0,70 

 

До даних табл. 9 відмітимо, що коефіцієнти ви-
кривлення знаходяться у межах: ddist=1,0000–1,0002; 
ddistE=1,0000–1,0023, тобто відповідні кутові функції МПЗ 
і ЕРС, як на рис. 4, є близькими до їхніх перших гармо-
нік. Про це ж свідчить і близькість значень Es1 та Es. 

Що ж стосується головної величини, яка тут роз-
глядається, тобто диференціальний реактивний опір 
розсіювання, то його значення Xsd та Xsdif, отримані 
різними методами в табл. 5 і табл. 9, можуть бути як 
близькими, так і суттєво розходитись. 

Це свідчить про відсутність суворої детерміно-
ваності емпіричної формули (1) і низки коефіцієнтів, 
які входять до неї.  

У той же час чисельно-польовий метод не має 
таких вад, тому що має менше вагомих умовностей і 
припущень. Але у розглянутому вигляді у ньому є 
також і серйозний недолік, а саме – невелика кількість 
гармонік, що пов’язана з обмеженою кількістю розра-
хункових позицій (див. рис. 3) через наявну кількість 
пазів статора на двох полюсних кроках, тобто на пері-
оді функцій МПЗ і ЕРС.  
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Щоб розв’язати виявлену проблему, потрібно залу-
чити більш точний метод розрахунку. І таким методом 
знову прийнятий чисельно-польовий, але такий, який 
дозволяє залучити до розрахунків бажану кількість роз-
рахункових позицій і, відповідно, кількість гармонік.  

Тривалий метод формування часових функцій 
МПЗ і ЕРС є доречним на прикінцевому етапі чисель-
но-польових досліджень ДРОР. 

У даному разі розглядається безпосередньо часо-
ва функція МПЗ обмотки статора без його попере-
дньої кутової функції. 

Для отримання часової функції МПЗ проводяться 
почергово багатопозиційні розрахунки магнітного поля, 
що показано в [25, 27], для часового ряду з кроком t: 

tk=t (k–1);    k = 1,2,...,K,                    (22) 
де K – кількість позицій, що дозволяє сформувати 
часову функцію на заданому часовому інтервалі. 

Підставляючи ці значення tk в (4), отримуємо 
відповідні зміни фазних струмів статора is та їхню 
хвилю, що переміщується на кутові кроки =st, 
де s=2πfs/p – вже згадана кутова швидкість оберто-
вого магнітного поля. 

Розрахунок струмів статора (4) в задані миті часу 
(22), а також обчислення і збір значень МПЗ (5) роби-
лися при роботі програми FEMM автоматично з вико-
ристанням вже згаданої програми на мові Lua.  

У даному разі магнітне поле обертається, а фазні 
зони для збору значень МПЗ нерухомі, що частково 
подається на рис. 5. 

 
Рис. 5. Картини обертового магнітного поля обмотки 

статора в фіксовані моменти часу: 
t1=0;  t2=0,1T;  t3=0,2T;  t4=0,3T;  t5=0,4T;  t6=0,5T 

 

Як і раніше, виділення фазних зон робилося для 
фазної обмотки А (див. рис. 1), але в такій черзі, що 
пояснює рис. 6.  

 
Рис. 6. Виділення фазних зон обмотки статора для 

отримання МПЗ фазної обмотки статора 
 

Спочатку виділяються фазні зони з умовним по-
зитивним напрямком струму +isA і отримується їхнє 
МПЗ Ψis+, потім виділяються фазні зони з умовним 
негативним напрямком струму -isA і отримується їхнє 
МПЗ Ψis–.  

У підсумку виходить часова дискретна функція 
МПЗ фазної обмотки статора ТАД у конкретні миті 
часу зі зміною їхнього номера k: 

.Kk;tkk,isk,isk,s ...3,2,,1 ;          (23) 

Далі все відбувається як і у попередньому методі 
розрахунку, тобто за формулами (10)–(15), починаю-
чи з гармонічного розкладання дискретної часової 
функції (23) замість аналогічної функції (9). 

Визначено, що достатньо покроково (22) прохо-
дити один полюсний крок ТАД τp, що буде відповіда-
ти половині періоду T часової функції МПЗ Ψ(t) та 
розрахунковій зоні (в градусах):  

z = 360 / 2p,                            (24) 
а в тестовому чотириполюсному ТАД конкретно ви-
ходить z = 90. 

Для обґрунтування достатньої кількості розраху-
нкових позицій K були виконані порівняльні розраху-
нки при різних значеннях K. Таким чином було ви-
значено, що достатнім є значення K = 27, і тоді куто-
вий крок (в градусах):  

 = z / K = 3,333.                    (25) 
Це забезпечує задовільну деталізацію часових 

функцій типу (23). При цьому час розрахунку для од-
ного ТАД на комп’ютері достатньо високого рівня 
тривав близько 1 години. 

Отримана часова функція фазної обмотки статора 
зображена на рис. 7: на першій половині періоду – це те, 
що отримано розрахунком, на другій половині дорисо-
ване для наочності повного періоду за умови півперіо-
дичної асиметрії типу (16). При вибраній кількості точок 
графік функції МПЗ виглядає достатньо гладким (на 
відміну від аналогічної функції за рис. 5), а кількість її 
гармонічних складових можна взяти до Ng = 27, що від-
повідає кількості точок на половині періоду. 

Для аналізу функції МПЗ її було розкладено в 
гармонічний ряд, аналогічний (11), а потім відбувся 
перехід до гармонічного ряду ЕРС (12). Значення ам-
плітуд гармонік ЕРС у в.о. та їхні відповідні діючі 
значення в абсолютному вимірі надані в табл. 10, але 
тільки до 19-й гармоніки з 27-мі можливих, тому що 
вищі гармоніки далі були зневажливо малими.  

Розрахунки за формулами (19)–(21) дали резуль-
тати: Es= 215,4 В; Esdif = 4,59 В; Xsdif = 0,92 Ом. 

Wb 

 
Рис. 7. Часова функція МПЗ фазної обмотки статора ТАД 
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Таблиця 10 
Гармонічний склад ЕРС обмотки статора 

ν – 1 3 5 7 9 
Emν в.о. 1,000 0,0144 0,0155 0,0020 0,0011 
Esν В 215,3 3,10 3,33 0,43 0,25 
ν – 11 13 15 17 19 

Emν в.о. – 0,0012 0,0006 0,0000 0,0005 
Esν В 0,04 0,26 0,14 0,09 0,11 

 

Ці результати знов таки знаходяться на достат-
ньо близькому рівні до того, що отримано іншими 
методами розрахунку (Xsdif = 0,84 Ом і Xsd = 0,893 Ом), 
хоча і відрізняються від них, причому виникла розбі-
жність Xsdif на 9,5 %. 

Але така ж близькість результатів за порівнюваль-
ними методами розрахунків не витримується для інших 
варіантів ТАД, для яких результати зведено до табл. 11. 

 

Таблиця 11 
Диференціальні параметри різних ТАД, отримані багаторазовими 

чисельно-польовими розрахунком обертового магнітного поля 
PN p Iso Ψm1 Es1 Es Edif Xsdifm 

кВт – А Вб В В В Ом 
1 2,56 0,9818 218,1 218,2 5,51 2,15 
2 3,84 0,9815 218,0 218,2 7,93 2,07 4 
3 6,34 0,9696 215,4 215,9 14,67 2,31 
1 4,39 0,9819 218,1 218,2 5,53 1,26 
2 4,99 0,9692 215,3 215,4 4,59 0,92 7,5 
3 7,99 0,9717 215,9 216,1 10,17 1,27 
1 5,95 0,9791 217,5 217,6 5,28 0,89 
2 7,17 0,9712 215,7 215,8 4,71 0,66 11 
3 9,06 0,9703 215,5 215,6 6,46 0,71 

 

Тепер можна порівняти основні результати розра-
хунків для усіх варіантів ТАД, отримані трьома різни-
ми методами, що зроблено за значеннями диференціа-
льного індуктивного опору обмотки статора ТАД шля-
хом збору їхніх значень з табл. 5, 8 і 11 до табл. 12.  

У цій таблиці позначено: М1 – проєктні дані за 
стандартною методикою; М2 – дані з використанням 
одноразового чисельно-польового розрахунку на ос-
нові кутової функцій МПЗ; М3 – дані з використан-
ням багатопозиційних чисельно-польових розрахунків 
на основі часової функцій МПЗ. 

Таблиця 12 
Порівняння диференціальних опорів ТАД, отриманих 

різними методами розрахунку 
Метод розрахунку M1 M2 M3 

PN p Iso Xsd Xsdif Xsdif 
кВт – А Ом Ом Ом 

1 2,56 0,654 0,78 2,15 
2 3,84 0,871 2,65 2,07 4 
3 6,34 0,437 2,29 2,31 
1 4,39 0,441 0,45 1,26 
2 4,99 0,893 0,84 0,92 7,5 
3 7,99 0,390 1,25 1,27 
1 5,95 0,383 0,34 0,89 
2 7,17 0,626 0,59 0,66 11 
3 9,06 0,410 0,70 0,71 

 

Нагадаємо, що для метода М2 використовували-
ся лише 9 або 11 розрахункових точок і така ж кіль-
кість гармонік, для метода М3 – 27 точок, але навіть 
можна було обмежитися і меншою їхньою кількістю.  

Розбіжність значень Xsd і Xsdif за методами М1 та 
М3 є вражаючою і непомірно великою в переважної 
частині ТАД, що вказує на обмеженість класичного 

метода розрахунку диференціального опору обмотки 
статора ТАД. Це ж стосується і метода розрахунку М2 
в двополюсних варіантах ТАД. 

Доволі близьку кореляцію результатів класично-
го і чисельно-польового розрахунків для базового 
варіанта ТАД можна поясніти тим, що в методиці [1] 
рекомендовані для формули (1) коефіцієнти були 
пристосовані саме для цього варіанта, але, на жаль, 
вони не стали універсальними для інших варіантів 
ТАД і досі уводять у оману їхніх проєктантів. 

По завершенні досліджень диференціальних па-
раметрів ТАД при насиченні його магнітної системи 
відповідно номінальному режиму роботи, були зроб-
лені розрахункові оцінки впливу насичення на ці па-
раметри на прикладі базового варіанта ТАД.  

В першу чергу розглянуто приклад ТАД з повні-
стю ненасиченою магнітною системою. Для цього в 
режимі ІНХ струм Iso задано рівним 1 А, і виконано 
багатопозиційні чисельно-польові розрахунки на ос-
нові часової функцій МПЗ (23). Результати розрахун-
ків надано у відповідному рядку табл. 13. 

 

Таблиця 13 
Оцінка впливу насичення магнітної системи ТАД 

на диференціальний опір обмотки статора 
Iso Br,ts Br,tr μr,ts μr,tr Es Edif Xsdifm 
А Тл Тл в.о. в.о. В В Ом 
1 0,44 0,38 2500 2490 48 0,04 0,04 
5 1,84 1,61 787 1265 208 4,38 0,88 

5,5 1,89 1,70 530 1010 224 7,05 1,28 
6 1,96 1,78 414 835 238 10,1 1,68 
10 2,21 2,06 132 265 302 36,7 3,67 
15 2,30 2,20 64 238 339 59,7 3,98 
50 2,36 2,28 29 77 369 83,5 3,34 

 

Для оцінки рівня насичення магнітної системи в 
таблиці надаються отримані усереднені значення для 
ділянок магнітопроводу: Br,ts, Br,tr – магнітна індукція в 
зубцях статора і ротора; μr,ts, μr,tr – відносні магнітні 
проникності в них же (в спинках осердь статора і рото-
ра значення аналогічних величин склали μr,ys = 5200; 
μr,yr = 4920).  

Наявне дуже слабке насичення (або його відсут-
ність) підтверджує і значення фазної ЕРС Es, яка вийш-
ла набагато меншою, чим номінальна напруга ТАД. 
У підсумку диференціальна ЕРС Edif і відповідно ДРОР 
обмотки статора Xsdifm порівняно з режимом номіналь-
ного насичення (див. табл. 12) майже не проявилися. 

Дослідження продовжені при рівнях насичення 
магнітопроводу від номінального до такого, яке може 
бути при пуску ТАД. Але у даному випадку треба 
було зважити на те, що при підвищених ковзаннях 
ТАД від критичного до 1 одночасно зростають струми 
статора і ротора, а напруга залишається незмінною. 
Тому при підвищенні струмів падіння напруг на акти-
вних і реактивних опорах обмоток збільшуються, а на 
ЕРС доводиться зменшена частка. Пропорційно ЕРС 
зменшується основний магнітний потік і відповідно 
значення магнітної індукції в магнітопроводі.  

Розподіл магнітного поля в магнітопроводі в тако-
му випадку і рівень його насичення вимагає ретельного 
аналізу, який важко провести докладно у межах даної 
статті, і це може бути виконано і опубліковано окремо.  

Щоб попередньо оцінити, наскільки такий аналіз 
дасть вагомі результати і має сенс його виконання, 



16 Електротехніка і Електромеханіка, 2025, № 2 

при розрахунку магнітного поля обмотки статора для 
визначення ДРОР прийнято деякі умовності. 

А саме, що насичення спинок осердь статора і 
ротора теж зберігає свій рівень, як і в номінальному 
режимі. Насправді, зважаючи на висловлені заува-
ження, насичення буде значно меншим, але це не є 
принциповим, тому що і при повністю ненасиченому 
магнітопроводі ДРОР не дуже сильно відрізняється 
від результатів при номінальному насиченні. А ось 
зубці цих осердь насичуються дуже сильно через зна-
чне збільшення магнітних полів пазового і диференці-
ального розсіювання, як це пояснюється в [2].  

Ці припущення дали основу для організації шту-
чного режиму розрахунку ДРОР при сильному наси-
ченні зубцевої частки магнітної системи ТАД. 

Конкретно, для оціночних розрахунків ДРОР при 
підвищених ковзаннях прийнято в спинках осердь 
статора і ротора відносні магнітні проникності 
μr,ys = 1256; μr,yr = 3666 і при розрахунку магнітного 
поля вони не змінювалися. У той же час магнітні про-
никності в зубцях осердь визначалися програмою 
FEMM як це прийнято в процесі таких розрахунків. 

Результати розрахунків зазначених варіантів ма-
гнітопроводу ТАД зведено до табл. 13 при вказаних 
значеннях струму Iso від 5 до 50 А. 

Дані щодо диференціальних параметрів при зна-
ченні 5 А в принципі відповідають даним табл. 11 при 
стандартній роботі програми FEMM в режимі ІНХ 
ТАД при струмі 4,99 А.  

Рівень подальшого зростання насичення відобра-
жають наведені усереднені значення магнітної індукції 
і відносної магнітної проникності в зубцях осердь ста-
тора і ротора. При цьому диференціальні параметри 
ТАД (ЕРС і ДРОР) суттєво зростають, що пов’язано з 
перерозподілом магнітного поля в проміжку між осер-
дями статора і ротора при збільшенні насичення їхніх 
зубців. І через це суттєво зростають вищи гармонічні 
складові МПЗ і ЕРС обмотки статора.  

Видно за табл. 13, що при збільшенні струму в 
обмотці статора темп зростання ДРОР уповільнюєть-
ся порівняно зі зростанням струму, і навіть у разі пе-
ренасичення зубців цей опір сягає максимуму і навіть 
починає зменшуватися. 

Висновки.  
1. В системі проєктування і теоретичного досліджен-

ня ТАД значне місце відведене реактивним опорам роз-
сіювання їхніх обмоток. Вони визначаються на основі 
теорії магнітних кіл, яка в умовах складних зубцево-
пазових структур не гарантує бажаної точності розраху-
нків. Особливо це стосуються диференціального реакти-
вного опору розсіювання обмотки статора, визначення 
якого потребує детального розрахунку магнітного поля в 
проміжку між осердями статора і ротора, і гармонічного 
аналізу наведених ним ЕРС цієї обмотки. 

2. Показано, що в чинних класичних методиках 
проєктування ДРОР визначаються за спрощеною фо-
рмулою з додаванням низки коефіцієнтів, табличних і 
графічних залежностей. У підсумку не тільки втрача-
ється фізико-математичний сенс ДРОР, але навіть 
точність його розрахунку оцінити важко. Тому актуа-
льною є перевірка результатів розрахунку класични-
ми методиками, і у сучасних умовах це можна зроби-

ти на основі чисельних методів розрахунку магнітних 
полів наявними програмними комплексами і супут-
нього гармонічного аналізу. 

3. Відсутність таких досліджень пояснюється їх-
ньою комплексністю і значною трудомісткістю, що 
практично неможливо здійснити в «ручному» режимі. 
Тому для подолання проблем розрахунків створений 
автоматизований програмний комплекс у вигляді 
єдиного скрипту Lua, який забезпечує фізично прозо-
рий шлях до ДРОР, що пролягає через проєктування 
ТАД, побудову його фізико-геометричної моделі в 
програмному середовищі FEMM, керування розраху-
нками магнітного поля, визначення часових функцій 
МПЗ і ЕРС та їхній гармонічний аналіз. 

4. Порівняння результатів класичного і чисельно-
польового розрахунків ДРОР за програмою FEMM 
показало їхню велику розбіжність, що віднесено до 
зазначених умовностей і припущень першого. А ось 
другий варіант позбавлений недоліків першого завдя-
ки тому, що він враховує розміри конструкцій ТАД, 
насичення магнітопроводу і фізико-математичну сут-
ність параметрів і величин, що розглядаються. Для 
виключення випадковості оцінки розрахунковий ана-
ліз виконано для дев’яті поширених варіантів ТАД, 
спроєктованих за єдиною класичною методикою з 
варіюванням їхньої потужності та кількості полюсів. 

5. Виявлено, що ДРОР обмотки статора ТАД суттєво 
залежить від рівня насичення його магнітної системи, 
зростаючи при підвищенні насичення зубцової зони. 
Якщо ж взяти повністю ненасичену систему, то в обмо-
тці статора залишається практично тільки перша гармо-
ніка ЕРС, а диференціальне розсіювання стає несуттє-
вим. Класична методика на цьому не концентрує увагу і 
надає універсальну формулу для розрахунку ДРОР. 

6. Виконані дослідження показали, що чисельно-
польові розрахунки диференціальних параметрів обмо-
тки статора ТАД є універсальними, тому вони можуть 
бути запропоновані для аналогічних розрахунків як для 
статора, так і ротора різних електричних машин змін-
ного струму. Причому, зважаючи на здійснену програ-
мну реалізацію на базі програми FEMM і скрипту Lua, 
такі розрахунки можна вбудовувати в автоматизовані 
методики проєктування зазначених машин. 

Конфлікт інтересів. Автор заявляє про відсут-
ність конфлікту інтересів. 
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Numerical-field analysis of differential leakage reactance of 
stator winding in three-phase induction motors. 
Introduction. The differential leakage reactance (DLR) of the stator 
winding of three-phase induction motors (TIM) is considered. It is 
known that DLR is the sum of the self-induction resistances of the 
winding from all harmonics of its magnetic field, excluding the first 
one, and its analytical definition is too complicated. But this reac-
tance is a mandatory design element, including for calculating a 
number of other parameters and characteristics of such motors. 
Problem. Because of this, in the current classical design methods, 
the DLR are determined by a simplified formula with the addition of 
a number of coefficients, tabular and graphical dependencies. As a 
result, not only the physical and mathematical meaning of DLR is 
lost, but even the accuracy of its calculation is difficult to assess. 
Goal. The purpose of the paper consists in the comparative verifica-
tion of the classical design calculation of the DLR of the TIM stator 
winding by numerical-field analysis of the harmonic composition of 
the EMF of self-inductions in this winding and by the determination 
of the considered DLR on such a basis. Methodology. Harmonic 
analysis is performed by obtaining the angular and time discrete 
functions of the magnetic flux linkage (MFL) of the stator winding 
with their formation in two ways: single-position calculation of the 
magnetic field and conditional rotation of the phase zones of the 
winding, or multi-position calculations of the rotating magnetic field 
and determination of the MFL of stationary phase zones. Results. 
Computational analysis is performed for nine common variants of 
TIM, designed according to a single classical method with variation 
of their power and the number of poles. Originality. A comparison 
of the results of the classical and numerical-field calculations of the 
DLR using the FEMM program showed their large discrepancy, 
which is attributed to the indicated inadequacy of the first one, since 
the second option is devoid of the shortcomings of the first one due 
to the fact that it takes into account the dimensions of the TIM struc-
tures, the saturation of the magnetic circuit and the physical and 
mathematical essence of the parameters and values under consid-
eration. Practical value. The presented method of numerical-field 
analysis and the obtained results of calculating the DLR of the TIM 
stator winding are recommended as a basis for improving the sys-
tem of their design. At the same time, a similar approach can be 
applied to the DLR of the TIM rotor winding, but taking into ac-
count its features. References 27, tables 13, figures 7. 
Key words induction motor, three-phase stator winding, dif-
ferential leakage reactance, classical design, numerical-field 
calculations, magnetic flux linkage, harmonic analysis. 
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