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Розподіли об’ємів складових плазмових каналів розрядних струмів 
між гранулами металів у робочих рідинах 
 

Вступ. Розширення можливостей та підвищення якості продукції іскроерозійних технологій потребує залучення не тільки 
електричних, а і оптичних методів контролю процесів. Проблема. Створення методів керування властивостями іскроерозій-
них частинок на основі даних оптичних вимірювань потребує вирішення декількох науково-практичних задач. Мета. Визна-
чення законів розподілу об’ємів кольорових гало та білих іскрових ядер плазмових каналів, які виникають у шарі гранул металів 
в результаті протікання імпульсних розрядних струмів. Методологія. Аналіз якості апроксимації отриманих в ході експери-
ментів розподілів об’ємів складових плазмових каналів низкою теоретичних розподілів. Отримані результати. Найбільш 
адекватним серед усіх розглянутих теоретичних законів, що описують розподіли об’ємів гало і ядер плазмових каналів, а та-
кож їхніх відношень, є логарифмічно-нормальний. Оригінальність. Вперше досліджено розподіли об’ємів гало і ядер плазмових 
каналів та наведено їх порівняльний аналіз з розподілами розмірів ерозійних частинок і лунок на поверхні гранул Al. Практична 
значимість. Розроблено методику побудови розподілів об’ємів гало і ядер плазмових каналів. Бібл. 53, рис. 7, табл. 5. 
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Вступ і постановка задачі досліджень. Утво-
рення в результаті протікання імпульсних розрядних 
струмів плазмових каналів між поверхнями сусідніх 
гранул металів і сплавів у їхніх шарах, які знаходяться 
у робочих рідинах, є електрофізичною основою низки 
технологічних процесів. Найбільш поширені з них 
можуть бути віднесені до чотирьох основних груп. 

До першої відноситься виробництво мікродиспе-
рсних порошків металів і сплавів із спеціальними 
властивостями: жароміцних і тугоплавких [1], твер-
дих [2], магнітом’яких [3], аморфних [4, 5], з 
пам’яттю форми [6], корозійно стійких [7] та ін. [8, 9]. 
До другої – електророзрядне спікання порошків мета-
лів під тиском [10]. До третьої – виробництво наноди-
сперсних гідрозолів біоцидних металів (Ag, Cu, Zn) 
для застосування у ветеринарії [11] та біогенних ме-
талів (Fe, Mg, Mn, Co, Mo) для застосування у рос-
линництві [12]. До четвертої – виробництво гідрокси-
дів Al та Fe для очищення [13] і знезараження [14] 
природних вод, в тому числі для потреб теплової і 
атомної енергетики [15]. 

Ключові параметри розрядних імпульсів: їхня 
тривалість [16], кількість мод [17], середня за час 
імпульсу потужність [18], амплітуда та форма [19, 20] 
розрядного струму і напруги на шарі металевих гра-
нул (ШМГ) разом з технологічними умовами проті-
кання зазначених вище процесів [21] визначають вла-
стивості продукції, що отримується [22]. До теперіш-
нього часу основу керування описаними вище проце-
сами становив контроль та підтримання у визначених 
рамках усереднених за певний час значень деяких 
параметрів розрядних імпульсів: амплітуд струму і 
напруги, їхньої тривалості та частоти повторення, а 
також висоти ШМГ, швидкості протоку і температури 
робочої рідини в розрядній камері [18, 21–23]. 

В залежності від співвідношення розмірів розря-
дної камери (РК) та металевих гранул, які в ній знахо-
дяться, їхня кількість в активній зоні камери може 
сягати 100 тис. В таких умовах контролювати тради-
ційним вимірюванням електричних величин хоча б 
один параметр розрядного імпульсу в кожному окре-
мому плазмовому каналі неможливо навіть у випадку 
багатоелектродних систем [24]. Велика кількість 
місць імовірного виникнення плазмових каналів та 
квазіоднаковість умов на кожному рівні висоти ШМГ 

[21] є підставою для залучення статистичних методів 
дослідження цих процесів [25]. 

На відміну від вимірювання параметрів розряд-
них струмів, вимірювання параметрів плазмових ка-
налів оптичними методами дає змогу одночасно 
отримувати інформацію про їх переважну більшість. 
Кількість плазмових каналів, за якими одночасно 
може вестися спостереження, залежить від кількості 
гранул в кожному напрямку спостереження, щільнос-
ті їхнього пакування у шарі та прозорості робочої 
рідини [26]. 

Як відомо, потік електромагнітного випроміню-
вання як у радіочастотному, так і у інфрачервоному, 
оптичному і ультрафіолетовому діапазонах пропор-
ційний потужності електричного струму, яка виділя-
ється у плазмовому каналі [27–33]. Тому досліджую-
чи такі складові потоку випромінювання як розміри 
ділянок, що світяться, їх енергетичну світимість та 
спектр випромінювання, можливо отримати інформа-
цію про потужність, яка виділяється у кожному плаз-
мовому каналі, а знаючи залежність потоку випромі-
нювання від часу – також і про енергію, від якої зале-
жать розміри ерозійних частинок металів та продук-
тивність їх отримання [16, 22]. 

Кореляція між складовими потоку випроміню-
вання плазмових каналів та розмірами ерозійних час-
тинок, а також їхні залежності від параметрів розряд-
них імпульсів становитимуть теоретичну основу за-
конів регулювання властивостей частинок за параме-
трами плазмових каналів. Це непроста задача, яка 
вирішується у декілька етапів. На першому етапі не-
обхідно визначити закони розподілів об’ємів складо-
вих плазмових каналів у ШМГ. 

Метою роботи є дослідження характерних діля-
нок плазмових каналів, що виникають внаслідок про-
тікання розрядних струмів у ШМГ, встановлення 
отриманих на практиці дискретних і теоретичних 
безперервних законів розподілів їхніх об’ємів та їх 
співвідношень і знаходження параметрів цих законів. 

Методика проведення експериментів, облад-
нання, режими і матеріали. Об’єктами досліджень 
були утворені внаслідок дії розрядних струмів іскрові 
ядра плазмових каналів між гранулами Al у дистильо-
ваній воді, які мали суцільний спектр випромінювання 
білого кольору та кольорові гало навколо них, які мали 
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лінійчатий спектр випромінювання [26]. Гало спричи-
нені стримерними та лідерними каналами [34–36] на 
ранніх етапах еволюції плазмових каналів, а також їхнє 
випромінювання може бути індуковане ультрафіолето-
вим випромінюванням іскрових ядер. Більш детально 
це питання розглянуто у [26]. Там же наведено функці-
ональну схему лабораторного обладнання на якому 
проводились експерименти та детальний опис його 
роботи. Тут наведемо лише скорочений опис облад-
нання та режимів його роботи. 

Тиристорний генератор розрядних імпульсів за-
безпечував вільний аперіодичний розряд робочого 
конденсатора ємністю C=100 мкФ з фіксованою час-
тотою повторення імпульсів f=50 Гц. Індуктивність 
розрядного контуру генератора складала L=2 мкГн, а 
опір резистивного шунта R=3 Ом. Шунт був під’єдна-
ний паралельно РК для зменшення імовірності одно-
часного протікання струму у зарядному і розрядному 
контурах генератора внаслідок затримки процесу 
розряду через стохастичне збільшення опору ШМГ. 
Середні значення амплітуд імпульсів напруги на 
ШМГ становили приблизно Um220 В, а струму в 
ньому Im180 А. Середня тривалість імпульсів τ скла-
дала близько 100 мкс. 

Гранули алюмінію марки А7Е, поверхня яких по-
передньо пройшла іскрову електроерозійну обробку, 
мали квазікулькову форму діаметром приблизно 4 мм. 
Відстань між вертикальними алюмінієвими електрода-
ми марки АД0 у РК складала 52 мм. Висота ШМГ була 
30 мм, а його ширина 22 мм. Проток води був направ-
лений знизу догори і становив приблизно 12 мл/с, що 
забезпечувало стабільність процесу і виніс ерозійних 
частинок з активної зони РК без суттєвого переміщен-
ня гранул алюмінію в ній. Для фіксації зображень 
складових плазмових каналів використовувалась побу-
това веб-камера з матрицею 640480 пікселів в режимі 
запису відео. Отриманий потік відео потім розкладався 
на окремі кадри, зображення плазмових каналів на 
котрих аналізувалось за допомогою спеціалізованої 
програми ToupView [37], яка є у вільному доступі та 
призначена для роботи з цифровими оптичними каме-
рами мікроскопів і телескопів. Зображення ядер і гало 
апроксимувалися еліпсами еквівалентної площі, а роз-
міри їхніх осей великої 2a і малої 2b автоматично роз-
раховувалися програмою. Потім за ними розраховува-
лися об’єми еквівалентних еліпсоїдів обертання. Більш 
детально цю процедуру висвітлено у [26]. 

Оптикометричний аналіз об’ємів складових 
плазмових каналів. Один з багатьох кадрів, отрима-
них та оброблених за описаною вище методикою, 
представлено на рис. 1. На ньому зображено існуючі 
протягом розрядного імпульсу плазмові канали між 
зануреними у дистильовану воду гранулами алюмі-
нію, які знаходяться у темряві, що необхідно для збі-
льшення контрасту. Еквівалентні за площею еліпси, 
якими апроксимувались проєкції на площину веб-
камери іскрових ядер плазмових каналів, мають чер-
воний колір, а їхніх кольорових гало – блакитний. В 
[26] було обґрунтовано безперервний спектр випро-
мінювання білого кольору іскрових ядер та лінійчатий 
синьо-фіолетовий спектр випромінювання кольорових 
гало плазмових каналів, які містять атоми алюмінію 

та їх сполуки з киснем та воднем. Це дає змогу визна-
чити розміри відповідних зон на рис. 1 за їх яскравіс-
тю та кольором, хоча цей процес містить певний еле-
мент суб’єктивної оцінки. У друкованій версії статті 
рисунки представлено у градаціях сірого кольору. 
Кольорові версії доступні на сайті журналу «Електро-
техніка і електромеханіка». 

Програма ToupView автоматично генерує служ-
бові надписи: позначення еліпса (велика буква E), його 
порядковий номер (у іскрових ядер непарний, почина-
ючи з 1, а у кольорових гало парний, починаючи з 2), 
значення довжини великої 2a та малої 2b осей еліпсів, 
записані через кому та одиниці вимірювання (у даному 
випадку px – пікселі). Тобто у парі порядкових номерів 
менший непарний номер буде відповідати еквівалент-
ному за площею еліпсу проєкції іскрового ядра плаз-
мового каналу, а наступний за ним парний номер – 
його кольорового гало. Таким чином отримано 134 
еліпса із значеннями довжини їхніх осей, які апрокси-
мують відповідно іскрові ядра і кольорові гало 67 пла-
змових каналів. Цієї кількості достатньо щоб говорити 
про наближення частоти випадків спостереження до 
їхньої ймовірності та побудови гістограм отриманих в 
ході експериментів дискретних розподілів об’ємів 
плазмових каналів [25, 38, 39]. 

Ширина зображення на рис. 1 відповідає ширині 
ШМГ в РК (електроди знаходяться за межами кадру), 
яка становить приблизно 50 мм. В той же час ширина 
зображення в програмі ToupView становить 162 пік-
селі (px). Це означає, що одному міліметру реального 
об’єкта відповідає приблизно 3,2 пікселя зображення 
в програмі ToupView. Цей коефіцієнт використовува-
вся для перерахунку розмірів об’єктів з пікселів в 
міліметри в програмі Microsoft Office Excel 2003 в 
процесі подальшої обробки результатів вимірювань. 

У [26] показано, що для визначення об’ємів скла-
дових плазмових каналів у зазначених вище умовах їх 
можна представити еквівалентними еліпсоїдами обер-
тання, розміри осей яких знаходяться за їхніми проєк-
ціями на площину веб-камери. Камера розташована у 
площині, перпендикулярній площинам поверхонь 
електродів, тобто паралельній площинам протікання 
переважної більшості розрядних струмів у ШМГ. 
Тому у більшості випадків з такого ракурсу спостері-
гається справжній розмір осей еквівалентних еліпсої-
дів обертання без спотворень. А у випадку збігу на-
прямків відповідних осей еліпсоїдів іскрового ядра і 
кольорового гало, їхнє відношення, а також відно-
шення об’ємів відповідних еліпсоїдів не залежать від 
ракурсу спостереження [26]. 

Нажаль, з аналізу двовимірного зображення пла-
змових каналів неможливо достеменно визначити яка 
з двох осей проєкції еквівалентного еліпсоїда є його 
віссю обертання або її проєкцією. У разі, якщо розмі-
ри мікронерівностей на поверхні гранул значно менші 
за відстань між сусідніми гранулами, з більшою імо-
вірністю велика вісь еліпса 2a є віссю обертання еліп-
соїда або її проєкцією і еліпсоїд обертання є «видов-
женим». Об’єми еквівалентних еліпсоїдів складових 
плазмових каналів у цьому випадку позначено індек-
сом a. Така ситуація більш характерна для верхніх 
шарів гранул, в яких тиск на гранули менший. 
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Рис. 1. Плазмові канали між гранулами алюмінію у воді в темряві 
 

В іншому випадку, коли розміри мікронерівнос-
тей на поверхні гранул співмірні з відстанню між 
сусідніми гранулами, з більшою імовірністю мала вісь 
еліпса 2b є віссю обертання еліпсоїда або її проєкцією 
і еліпсоїд обертання є «сплюснутим». У цьому випад-
ку об’єми еквівалентних еліпсоїдів складових плазмо-
вих каналів позначено індексом b. Така ситуація 
більш характерна для нижніх шарів гранул, в яких 
тиск на гранули більший. 

В реальних умовах можливі обидва варіанти, тому 
при аналізі об’ємів еквівалентних еліпсоїдів обертання 
складових плазмових каналів розрахунки їхніх об’ємів 
проводились для обох випадків (індекси a і b відповід-
но). Об’єм еліпсоїда обертання, еквівалентного об’єму 
іскрового ядра плазмового каналу (індекс s) для двох 
випадків положення осі обертання (велика вісь 2a або 
мала вісь 2b) згідно відомій формулі [40] визначався: 
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Вважалось, що об’єми кольорових гало (позначені 
індексом L) були різницею загальних об’ємів плазмо-
вих каналів та їхніх іскрових ядер і розраховувались 
для двох випадків положення вісі обертання як: 
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   (2) 

Відношення об’ємів кольорових гало до об’ємів 
іскрових каналів для двох випадків положення осі обе-
ртання розраховувались на основі (1) і (2) за виразом: 
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Для двох випадків положення осі обертання 
(співпадає з великою віссю 2a або співпадає з малою 
віссю 2b) за (1) розраховані об’єми еліпсоїдів обер-
тання Vsa та Vsb відповідно, еквівалентних об’ємам 
іскрових ядер 67 плазмових каналів, за (2) – еквівале-
нтних об’ємам їхніх кольорових гало VLa та VLb відпо-

відно, а за (3) – відношень об’ємів цих областей кана-
лів VLa/Vsa та VLb/Vsb відповідно. 

Статистичний аналіз розподілів об’ємів скла-
дових плазмових каналів. Для кожної вибірки цих 
об’ємів та їхніх відношень загальною кількістю N 
елементів розраховані наступні статистичні моменти: 
математичне сподівання за вибіркою [41]: 
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дисперсія за вибіркою: 
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та коефіцієнт варіації за вибіркою: 

][][][ VMVDV SSS  .                   (6) 

У процесі побудови дискретних розподілів за-
значених вище випадкових величин за результатами 
вимірювань визначались наступні їхні параметри. 
Мінімальне Vmin та максимальне Vmax значення відпо-
відних об’ємів та їх відношень за вибірками, кількість 
їхніх значень у кожній вибірці N, кількість інтервалів 
дискретних розподілів n, кількість значень в кожному 
інтервалі Nj, частка в кожному інтервалі nj=Nj/N, сере-

днє значення об’єму (або відношення об’ємів) njV  в 

кожному j-му інтервалі дискретних розподілів, мате-
матичне сподівання за дискретним розподілом: 





n

j
njjD VnVM

1

][ ,                          (7) 

дисперсія за дискретним розподілом: 
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та коефіцієнт варіації за дискретним розподілом: 

][][][ VMVDV DDD  .                   (9) 



76 Електротехніка і Електромеханіка, 2025, № 1 

Округлені значення перелічених вище парамет-
рів наведено в табл. 1. Одиниці виміру об’ємів та 
їхніх математичних сподівань в табл. 1 – мм3, диспер-
сії їхніх розподілів – мм6, а відношення об’ємів і кое-
фіцієнти варіації – безрозмірні величини. 

Таблиця 1 
Статистичні параметри вибірок об’ємів складових 

плазмових каналів та їхніх відношень 
Вибірка Vmin Vmax N MS[V] DS[V] νS[V] MD[V] DD[V] νD[V]

Vsa0 0,02 17,57 67 0,96 6,20 2,61 1,78 4,24 1,16
Vsa1 0,02 6,26 66 0,70 2,05 2,03 0,94 1,80 1,42
Vsa2 0,02 2,80 61 0,32 0,29 1,65 0,39 0,22 1,21
Vsb0 0,02 19,34 67 1,17 8,36 2,47 2,09 5,76 1,15
Vsb1 0,02 7,77 66 0,89 3,41 2,07 1,16 2,73 1,42
VLa0 0,16 158,6 67 11,31 549,2 2,07 17,21 372,5 1,12
VLa1 0,16 66,73 66 9,08 223,8 1,65 10,81 174,8 1,22
VLb0 0,22 190,4 67 14,00 820,0 2,05 22,35 645,1 1,14
VLb1 0,22 88,11 66 11,32 353,9 1,66 14,11 300,6 1,23

(VLa/Vsa)0 1,96 143,0 67 21,79 499,9 1,03 22,26 489,3 0,99
(VLa/Vsa)1 1,96 74,00 65 18,62 167,5 0,70 18,68 155,1 0,67
(VLb/Vsb)0 2,70 92,30 67 19,92 239,4 0,78 19,93 224,6 0,75
(VLb/Vsb)1 2,70 63,00 66 18,79 156,4 0,67 18,77 150,0 0,65

 

Як видно з табл. 1, статистичні моменти за вибірка-
ми (4) – (6) відрізняються від відповідних ним статистич-
них моментів за дискретними розподілами (7) – (9). Це 
пов’язано з процесом дискретизації розподілів відносно 
невеликих кількостей елементів вибірок. Статистичні 
моменти за вибірками є первинною інформацією, тому 
вони більш точно відображають параметри розподілів. 

При визначенні оптимальної кількості інтервалів 
дискретних розподілів n [42] рекомендується користу-

ватися співвідношенням  Nn int . У випадку рівно-
мірного розподілу це співвідношення забезпечує при-
близно однакову кількість інтервалів розподілу і зна-
чень випадкової величини в кожному з них, що призво-
дить до близьких значень похибок дискретизації як за 
інтервалами, так і за значеннями в них. До того ж реко-
мендується щоб кількість інтервалів дискретного роз-
поділу була у межах від 6 до 20. Якщо розподіл квазі-
симетричний, то краще вибирати непарну кількість 
його інтервалів. В розглянутих тут розподілах N лежить 
у межах від 61 до 67 (табл. 1), тому з урахуванням ска-
заного вище, для всіх розподілів обрано n=7. 

При побудові дискретних розподілів за результа-
тами вимірювань випадкових величин важливою опе-
рацією є відсіювання «аномальних» значень вхідних 
даних [43]. Отримані на практиці розподіли результа-
тів вимірювань будь-якої величини у квазіоднакових 
умовах можуть істотно відрізнятися від теоретичних 
розподілів випадкової величини для таких умов. Це 
може бути зумовлено низкою причин. 

По-перше, похибками вимірювання, внаслідок 
яких деякі значення випадкової величини істотно 
відрізняються від її математичного сподівання. По-
друге, недостатньою кількістю вимірювань, що при-
зводить до неточного визначення математичного спо-
дівання, дисперсії та інших моментів та параметрів 
розподілів випадкової величини. По-третє, неконтро-
льованою зміною параметрів реальних процесів, які 
впливають на результати вимірювання та порушують 
квазіоднаковість умов експериментів. Це може приве-
сти до появи певної кількості «аномальних» результа-
тів вимірювань, які унеможливлюють якісну апрок-

симацію отриманих на практиці дискретних розподі-
лів безперервними теоретичними розподілами. 

Відомо декілька статистичних критеріїв відсію-
вання «аномальних» результатів вимірювань. Серед 
них: критерії Граббса [44], 2m – 3m, Райта (інша назва 
3σ) [45], Ź, Діксона, Шарльє, коефіцієнтів Стьюдента, 
Ірвіна та ін. [43, 46]. Але жоден з них не гарантує 
відсіювання всіх «аномальних» результатів та збере-
ження всіх безпомилкових, а тим більше усунення 
всіх ділянок з нульовими значеннями у тілі експери-
ментальних розподілів. В [43] показано, що одним з 
найефективніших критеріїв відсіювання «аномаль-
них» результатів вимірювань є критерій Райта, тому 
саме його ми і використовували у своїх дослідженнях. 

У табл. 1 – 5 індексом «0» позначені вхідні вибі-
рки без відсіювання «аномальних» результатів вимі-
рювань. У табл. 1 – 5 їхні параметри наведено у ряд-
ках із затіненням. Індексом «1» позначені вибірки, в 
яких відсіювання «аномальних» результатів вимірю-
вань відбувалося в одну ітерацію за критерієм Райта. 
Індексом «2» позначено вибірку, в якій відсіювання 
«аномальних» результатів вимірювань відбувалося у 
дві ітерації до усунення всіх ділянок з нульовими 
значеннями у тілі експериментальних розподілів. 

Відсіювання «аномальних» результатів вимірю-
вань за критерієм Райта звужує діапазон значень, які 
можуть приймати більшість розглянутих випадкових 
величин більше, ніж у 2 рази, а відсіювання до усу-
нення всіх ділянок з нульовими значеннями – більше, 
ніж у 6 разів (табл. 1). В усіх розглянутих вибірках 
відбувалось відсіювання найбільших значень виміря-
них величин. Імовірність помилки вимірювання най-
більших значень значно менша, ніж найменших. При 
виконанні операцій відсіювання помітно зменшують-
ся математичні сподівання і дисперсії, як за вибірка-
ми, так і за дискретними розподілами, а також коефі-
цієнти варіації за вибірками. Ці факти наводять на 
думку, що значення відсіяні помилково. 

Розподіли об’ємів іскрових ядер, кольорових гало 
та їхніх відношень наведено на рис. 2 – 7. Дискретні 
розподіли, отримані безпосередньо в результаті експе-
риментів, представлені гістограмами. Отримані за ни-
ми теоретичні безперервні розподіли, значення параме-
трів яких знайдено методом статистичних моментів 
вхідних вибірок, представлено кривими. Синім кольо-
ром представлені розподіли для випадків, коли великі 
осі еліпсоїдів є їхніми осями обертання, а червоним – 
коли малі. Точки, в яких розраховано значення теоре-
тичних розподілів позначені на рис. 2 – 7 трикутника-
ми з вершинами угорі для випадків, коли великі осі 
еліпсоїдів є їхніми осями обертання, а з вершиною 
внизу – коли малі. На рис. 2, 4, 6 представлено розподі-
ли за всіма масивами отриманих даних без попередньо-
го відсіювання, а на рис. 3, 5, 7 – за даними, які пройш-
ли попереднє відсіювання за критерієм Райта. 

Із порівняння пар рис. 2 і рис. 3, рис. 4 і рис. 5 та 
рис. 6 і рис. 7 видно, що в усіх розглянутих випадках 
відсіювання «аномальних» результатів вимірювань за 
критерієм Райта не призводить до покращення вигляду 
розподілів. Більше того, відсіювання результатів значно 
спотворює вигляд розподілів відношень об’ємів кольоро-
вих гало до іскрових ядер на рис. 7 у порівнянні з рис. 6. 
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Рис. 2. Розподіли об’ємів іскрових ядер до відсіву 
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Рис. 3. Розподіли об’ємів іскрових ядер після відсіву 
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Рис. 4. Розподіли об’ємів кольорових гало до відсіву 
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Рис. 5. Розподіли об’ємів кольорових гало після відсіву 
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Рис. 6. Розподіли відношень об’ємів кольорових гало 

до об’ємів іскрових каналів без відсіву 
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Рис. 7. Розподіли відношень об’ємів кольорових гало 

до об’ємів іскрових каналів після відсіву 
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Всі розподіли рис. 2, 4, 6 мають схожі форми, що 
наштовхує на думку, що вони можуть бути описані 
одним теоретичним розподілом з різними значеннями 
параметрів. Розподіли об’ємів, в яких еквівалентні 
еліпсоїди вважались «сплюснутими», тобто вісь обер-
тання була малою (позначені індексом b) більш моно-
тонні та краще співпадають з теоретичними розподіла-
ми, ніж розподіли об’ємів, в яких еквівалентні еліпсої-
ди вважались «видовженими», тобто вісь обертання 
була великою (позначені індексом a). Найкраще це 
видно на рис. 6 для розподілів відношень об’ємів ко-
льорових гало до іскрових ядер. Це наштовхує на дум-
ку, що у розглянутих умовах більшість складових пла-
змових каналів коректніше апроксимувати «сплюсну-
тими» еліпсоїдами обертання, ніж «видовженими». 

Значення об’ємів «сплюснутих» еліпсоїдів на 
рис. 2 – 5 завжди були трошки більші за значення 
об’ємів «видовжених» еліпсоїдів у тих же умовах, що 
випливає з аналізу (1) і (2). Що стосується відношень 
об’ємів кольорових гало до іскрових ядер (рис. 6, 7), 
то там спостерігається зворотна тенденція. 

Апроксимація розподілів об’ємів складових 
плазмових каналів та їхніх відношень теоретичними 
розподілами. Виходячи з виду дискретних розподілів, 
значень їхніх коефіцієнтів варіації та найбільш характе-
рних випадків застосування теоретичних розподілів [47], 
для знаходження найкращого з них розглядались насту-
пні: логарифмічно-нормальний, Вейбулла та Розіна-
Раммлера [48]. 

Густина імовірності випадкової величини V за ло-
гарифмічно-нормальним законом визначається [49]: 
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де  1][][ln 2  VMVD  – стандартне відхилення 

натуральних логарифмів випадкової величини; 





  1][][][ln 2 VMVDVM  – середнє натураль-

них логарифмів випадкової величини. 
Густина імовірності випадкової величини V згід-

но розподілу Вейбулла [50]: 
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де w – коефіцієнт форми; λ – коефіцієнт масштабу. 
Густина імовірності випадкової величини V згід-

но розподілу Розіна-Раммлера визначається [51]: 
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де P80 – 80-ий процентіль розподілу; m – параметр 
розмаху розподілу. 

Розглянуті нами теоретичні розподіли задано на 
інтервалах зміни випадкової величини V(0; +) для 
(10) і на V[0; +[ для (11) і (12), у той час як отримані 
у ході експериментів розподіли задано на значно мен-
ших інтервалах (табл. 1). Тому для забезпечення зна-
чення 100 % функцій розподілів в реальних інтервалах 

зміни їх аргументів, густину імовірності кожного тео-
ретичного закону розподілу f(V) у кожному випадку 
необхідно домножити на відповідні поправочні коефі-
цієнти діапазонів: 
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Знаходження оптимальних значень параметрів 
теоретичних законів розподілів відбувалось за двома 
основними групами методів: статистичних моментів 
та найменшого відхилення теоретичних значень від 
результатів експериментів [48].  

Методи статистичних моментів, на відміну від 
методів найменшого відхилення теоретичних значень 
від результатів експериментів, дають однозначні ре-
зультати, а не нескінчену кількість груп параметрів 
законів розподілів. Тому, за можливістю, цим мето-
дам слід надавати перевагу. 

Однак, у ситуаціях, коли кількість елементів ви-
бірок відносно невелика, як у наших дослідженнях, 
точно розрахувати значення параметрів розподілів 
Розіна-Раммлера та Вейбулла першою групою методів 
дуже складно. Наприклад, за нашими вибірками точ-
но знайти значення P80 майже неможливо. Тоді у на-
годі стає друга група методів. Для кожного j-го інтер-
валу отриманих в результаті експериментів дискрет-
них розподілів знаходились різниці кількості об’єктів 
які спостерігались в ньому njO та кількості об’єктів, 
яка в ньому повинна бути згідно безперервного теоре-
тичного закону розподілу njE. Із залученням всіх 
отриманих різниць у відповідності з обраною оптимі-
заційною функцією розраховувалось її значення. По-
тім з використанням надбудови «Solver» англомовної 
програми Microsoft Office Excel 2003 виконувався 
пошук оптимальних значень параметрів теоретичних 
законів розподілу за умови найменшого значення 
обраної оптимізаційної функції.  

В якості таких функцій нами були використані 
наступні. Сума квадратів різниць (СКР) значень отри-
маного в ході експерименту дискретного та безперер-
вного теоретичного розподілів: 
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критерій узгодженості Пірсона Хі квадрат [52]: 
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та середній модуль відносних відхилень значень 
отриманого в ході експериментів дискретного та без-
перервного теоретичного розподілів: 
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СКР (14) є однією з найдавніших оптимізаційних 
функцій в процесах пошуку коефіцієнтів апроксимую-
чих функцій. Вона дуже проста у використанні та не 
потребує великих об’ємів обчислень. Але слід звернути 
увагу і на недоліки СКР як оптимізаційної функції і як 
критерію якості апроксимації. В СКР використовуються 
квадрати абсолютних, а не відносних оцінок, тому 
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якість апроксимацій за умови мінімального значення 
СКР буде вище на тих ділянках, де апроксимуюча фун-
кція має великі значення і нижче на ділянках, де її зна-
чення малі. Залежність СКР від числа її членів робить її 
не універсальною при порівнянні апроксимацій дискре-
тно заданих залежностей з різною кількістю елементів. 

Традиційно можливість застосування безперервних 
теоретичних розподілів для апроксимації отриманих в 
результаті експериментів дискретних розподілів оціню-
валась за допомогою критерію узгодженості Пірсона Хі 
квадрат (15). Тому обрання його в якості оптимізаційної 
функції цілком логічно. Але критерій (15) також не по-
збавлений недоліків. Хоча, на відміну від (14), критерій 
(15) має знаменник, у його чисельнику квадрат різниці. 
Тобто, критерій (15), також, як і (14) не є безрозмірним і 
універсальним. Крім того, він також, як і (14) залежить 
від кількості інтервалів дискретного розподілу. 

Серед всіх розглянутих тут виразів для оптиміза-
ційних функцій і критеріїв якості апроксимації (14) – 
(16) тільки середній модуль відносних відхилень (16) 
є універсальним. Він забезпечує відносну оцінку, є 
безрозмірним та не залежить від кількості елементів 
дискретної залежності. При використанні його в якос-
ті оптимізаційної функції слід звернути увагу, що 
якість апроксимації на ділянках з малими значеннями 
апроксимуючої функції може виявитись вищою, ніж 
на ділянках з її великими значеннями. Це зумовлено 
застосуванням відносних, а не абсолютних оцінок.  

Недоліком групи методів найменшого відхилен-
ня теоретичних значень від результатів експериментів 
є неоднозначність отриманих результатів, обумовлена 
тим, що кількість рівнянь, яка відповідає кількості 
інтервалів дискретних розподілів, є більшою, ніж 
кількість параметрів теоретичних розподілів. Тобто 
система рівнянь є надлишковою і може мати нескін-
чену кількість розв’язків (комбінацій значень параме-
трів теоретичних законів розподілів). Це приводить до 
різних результатів, отриманих за різними оптиміза-
ційними функціями для одних і тих же розподілів 
(табл. 2 – 4). Отримані таким чином значення параме-
трів можуть бути незручними для подальших розра-
хунків та бути далекими від значень, обумовлених 
фізичним змістом величин, які досліджуються. 

Для всіх тринадцяти вибірок (табл. 1) значення 
коефіцієнтів діапазонів (13) і критерію узгодженості 
Пірсона Хі квадрат (15), знайдені методами най-
менших значень СКР (14), Хі квадрат (15) та серед-
нього модуля відносних відхилень (16), а також пара-
метрів теоретичних законів розподілів наведено в 
табл. 2 – 4. Для розподілу Вейбулла – у табл. 2, 
Розіна-Раммлера – у табл. 3, логарифмічно-
нормального розподілу – у табл. 4. 

Прийняття рішення про відповідність або невід-
повідність теоретичного закону експериментальним 
даним відбувалось за класичною методикою відки-
дання або прийняття нульової гіпотези про узгодже-
ність частот попадання дискретної випадкової вели-
чини у визначені інтервали її розподілу, які отримані 
у ході вимірювання, та значень теоретичних функцій 
густини розподілів безперервних випадкових вели-
чин. Значимість похибки першого роду ξ відхилення 
нульової гіпотези, коли вона є істиною, тобто коли 
теоретичний розподіл відхиляється, а насправді він 
узгоджений з даними експериментів була задана на 
рівні ξ = 0,05. Кількість ступенів свободи розподілу 
Хі квадрат визначається ζ = n–1 та у розглянутих роз-
поділах становить: ζ = 7–1 = 6. 

Значення критичної точки розподілу Хі квадрат 
розраховувалось за допомогою вбудованої функції 
CHIINV(ξ; ζ) англомовної програми Microsoft Office 
Excel 2003 і для ξ = 0,05 та ζ = 6 воно становить при-
близно χk

2  12,5916. Тобто, якщо знайдені за (15) 
значення менші, ніж 12,5916, то з рівнем значимості 
похибки першого роду ξ = 5 % нульова гіпотеза не 
відхиляється і теоретичний розподіл з поточними 
параметрами проходить перевірку за критерієм 
узгодженості Пірсона Хі квадрат (позначено «pass» в 
табл. 2 – 4 та «p» в табл. 5). 

У випадках коли знайдені за (15) значення більші 
за χk

2 = 12,5916, з рівнем значимості похибки першого 
роду ξ = 5 % нульова гіпотеза відхиляється і теорети-
чний розподіл з поточними параметрами не прохо-
дить перевірку за критерієм узгодженості Пірсона Хі 
квадрат (позначено «fail» в табл. 2 – 4 та «f» в табл. 5). 

 
Таблиця 2 

Параметри розподілу Вейбулла, знайдені методами найменших значень трьох різних оптимізаційних функцій 

min [S] min [χn
2] min [|δ|] 

Вибірка 
w λ k, % χn

2 p / f w λ k, % χn
2 p / f w λ k, % χn

2 p / f
Vsa0 0,3175 0,0413 4,7687 7,0 pass 0,3175 0,0413 4,7687 7,0 pass 0,2676 0,1033 8,8405 16,708 fail

Vsa1 0,2629 0,0222 20,466 17,0 fail 0,2629 0,0222 20,466 17,0 fail 0,2192 0,0625 27,132 22,287 fail

Vsa2 0,2629 0,0222 61,081 6,2162 pass 0,2629 0,0222 61,081 6,2162 pass 0,2629 0,0222 61,081 6,2162 pass

Vsb0 0,2417 0,0052 1,7299 7,9 pass 0,2417 0,0052 1,7299 7,9 pass 0,2117 0,0182 4,6001 14,974 fail

Vsb1 0,2565 0,025 16,193 14,6 fail 0,2565 0,025 16,193 14,6 fail 0,1805 0,0757 19,706 22,418 fail

VLa0 0,2417 0,0418 0,2072 5,2283 pass 0,2417 0,0418 0,2072 5,2283 pass 0,2417 0,4443 0,7664 13,015 fail

VLa1 0,152 0,0007 0,3723 7,3 pass 0,152 0,0007 0,3723 7,3 pass 0,1489 0,0752 1,5269 13,01 fail

VLb0 0,2220 0,0317 0,1664 5,2 pass 0,222 0,0317 0,1664 5,2 pass 0,2028 0,1163 0,4087 10,87 pass

VLb1 0,152 0,0007 0,2453 3,5411 pass 0,152 0,0007 0,2453 3,5411 pass 0,1608 0,0079 0,5841 5,2353 pass

(VLa/Vsa)0 1,3650 19,431 4,9005 5433,1 fail 0,5122 6,2985 1,8523 6,0046 pass 0,4049 5,2134 1,8523 7,8918 pass

(VLa/Vsa)1 0,0773 0,0303 0,772 26,01 fail 0,0773 0,0303 0,772 26,01 fail 0,1195 0,0259 0,9303 26,74 fail

(VLb/Vsb)0 1,0373 17,694 6,4297 4,3846 pass 0,9841 17,913 6,2926 4,0738 pass 0,8173 17,92 5,7197 5,3612 pass

(VLb/Vsb)1 0,0438 0,0205 0,5216 9,3733 pass 0,0438 0,0205 0,5216 9,3733 pass 0,0543 0,0181 0,6275 9,4 pass
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Таблиця 3 
Параметри розподілу Розіна-Раммлера, знайдені методами найменших значень трьох різних оптимізаційних функцій 

min [S] min [χn
2] min [|δ|] 

Вибірка 
P80 m k, % χn

2 p / f P80 m k, % χn
2 p / f P80 m k, % χn

2 p / f
Vsa0 0,1805 –2,386 1,7423 7,1642 pass 0,3056 –2,113 9,1709 4,7 pass 0,2109 –1,553 13,482 12,346 pass
Vsa1 0,0902 –2,151 5,7473 37,317 fail 0,0315 –1,586 3,21 14,3 fail 0,0688 –1,161 29,691 25,631 fail
Vsa2 0,0315 –1,586 11,352 2,9173 pass 0,0315 –1,586 11,352 2,9173 pass 0,0315 –1,586 11,352 2,9173 pass
Vsb0 0,2541 –2,365 3,1993 11,926 pass 0,3593 –1,987 12,585 6,9 pass 0,5663 –1,684 41,008 10,81 pass
Vsb1 0,0268 –2,032 0,4036 26,204 fail 0,0386 –1,577 3,2734 11,9 pass 0,0207 –1,321 3,2212 15,113 fail
VLa0 3,1312 –2,256 9,446 5,9963 pass 3,1485 –2,01 13,663 4,3 pass 2,0014 –1,535 14,892 10,414 pass
VLa1 0,3209 –1,759 1,7134 9,0664 pass 0,2343 –1,57 1,8828 6,7 pass 0,0545 –1,175 1,4054 12,782 fail
VLb0 4,7658 –2,172 17,249 6,0331 pass 9,3091 –2,054 64,144 5,0 pass 4,8744 –1,64 35,202 7,9189 pass
VLb1 0,6282 –1,774 3,2521 3,7653 pass 0,9564 –1,643 9,1006 2,9 pass 0,9436 –1,519 11,861 3,4959 pass

(VLa/Vsa)0 22,353 –3,877 140,96 19,576 fail 16,758 –2,465 143,2 4,861 pass 16,768 –2,225 153,39 5,925 pass
(VLa/Vsa)1 23,413 –4,757 274,1 3,6183 pass 21,604 –3,728 275,76 1,615 pass 21,751 –3,174 295,45 2,918 pass
(VLb/Vsb)0 14,942 –2,318 186,75 4,9948 pass 17,048 –2,613 195,52 4,663 pass 14,131 –2,215 183,03 5,269 pass
(VLb/Vsb)1 16,286 –2,381 289,31 1,8529 pass 17,945 –2,664 301,44 1,733 pass 16,182 –2,39 286,95 1,857 pass

 

Таблиця 4 
Параметри логарифмічно-нормального розподілу, знайдені методами найменших значень трьох різних оптимізаційних функцій 

min [S] min [χn
2] min [|δ|] 

Вибірка 
α μ k, % χn

2 p / f α μ k, % χn
2 p / f α μ k, % χn

2 p / f
Vsa0 8,6955 –103,7 410–31 7,309 pass 6,6476 –46,08 110–10 4,7 pass 6,2159 –17,82 0,1082 13,442 fail
Vsa1 18,404 –395,3 910–100 39,943 fail 49,085 –1365 310–168 14,23 fail 52,117 –394,6 110–12 24,06 fail
Vsa2 0,9723 –1,541 263,58 9,518 pass 10,205 –72,53 810–10 2,4384 pass 2,6315 –4,37 61,525 3,22 pass
Vsb0 24,509 –785,3 110–223 10,705 pass 5,5296 –27,49 210–5 6,9 pass 6,451 –19,36 0,062 12,971 fail
Vsb1 23,061 –559,1 210–127 29,516 fail 60,265 –1985 610–236 12,541 pass 7,27107 2,71107 1,810–6 29,51 fail
VLa0 20,409 –490,8 310–128 5,3465 pass 2,0235 –0,447 0,7664 5,0 pass 4,8108 –7,974 0,0998 10,885 pass
VLa1 19,56 –300,1 110–52 9,9285 pass 55,37 –1628 110–189 6,628 pass 15,135 –37,21 0,0348 12,773 fail
VLb0 3,936 –13,95 1,210–4 6,1062 pass 35,524 –1135 210–224 4,3916 pass 4,0878 –4,537 0,2195 9,6915 pass
VLb1 35,888 –1013 410–175 4,0159 pass 53,404 –1760 610–238 2,812 pass 4,1267 –4,297 0,731 4,6711 pass

(VLa/Vsa)0 0,5598 2,9365 6,028 98,108 fail 1,1351 2,5125 4,2804 5,6784 pass 2,2447 0,0739 1,1808 6,7514 pass
(VLa/Vsa)1 0,5845 2,8055 10,033 2,3175 pass 0,6167 2,8278 10,045 1,9421 pass 0,5339 2,7318 10,047 7,839 pass
(VLb/Vsb)0 0,8487 2,7798 7,699 3,0661 pass 0,7934 2,826 7,8837 4,0480 pass 0,98 2,8135 7,2359 5,0016 pass
(VLb/Vsb)1 0,7858 2,8143 2,023 11,356 pass 0,753 2,811 11,484 1,3663 pass 0,7623 2,6991 11,593 2,4707 pass

 

З аналізу даних табл. 2 – 4 випливає наступне. 
1. З усіх 39 розглянутих випадків за критерієм 

узгодженості Пірсона Хі квадрат розподіл Вейбулла 
проходить у 25, Розіна-Раммлера – у 32, логарифміч-
но-нормальний – у 30. 

2. З 18 розглянутих випадків для кожного з трьох 
розподілів для вибірок без відсіювання «аномальних» 
значень за критерієм Райта, проходять за критерієм 
узгодженості Пірсона Хі квадрат: розподіл Вейбулла 
у 14 випадках, Розіна-Раммлера у 17, логарифмічно-
нормальний у 15. 

3. Для вибірок з однією ітерацією відсіювання 
«аномальних» значень за критерієм Райта з 18 розгля-
нутих випадків за критерієм узгодженості Пірсона Хі 
квадрат проходять: розподіл Вейбулла у 8 випадках, 
Розіна-Раммлера та логарифмічно-нормальний у 12. 
Для вибірки з двома ітераціями відсіювання «аномаль-
них» значень за критерієм Райта до повної відсутності 
ділянок з нульовою кількістю значень всі розподіли 
проходять за критерієм узгодженості Пірсона Хі квад-
рат в усіх випадках. Але діапазон розподілу випадкової 
величини при цьому зменшується більше, ніж у 6 разів, 
що викликає сумніви у доцільності такого відсіювання. 

4. Параметри, знайдені за мінімальними значен-
нями СКР (14) та Хі квадрат (15) співпадають у 12 
випадках з 39. Можливо, це пов’язано з тим, що обид-
ві функції побудовані на абсолютних різницях. Пара-
метри, знайдені за мінімальними значеннями (16) 
співпадають зі знайденими за іншими критеріями 

тільки у 2 випадках з 39. Можливо, це відбувається 
через те, що на відміну від функцій (14) і (15), функ-
ція (16) використовує відносні, а не абсолютні оцінки. 
Крім одного випадку з 39, значення Хі квадрат для 
розподілів, параметри яких були знайдені за критері-
єм мінімального значення (15) були менші або дорів-
нювали відповідним значенням для розподілів, зна-
чення параметрів яких були знайдені за іншими кри-
теріями. Це логічно і випливає із суті критерію пошу-
ку оптимальних значень параметрів розподілів за 
мінімальними значеннями функції (15). 

5. Значення параметра Хі квадрат, знайдені за 
критерієм мінімального значення функції Хі квадрат 
(15) для розподілу Вейбулла у вибірках без відсіву 
«аномальних» значень у 5 випадках з 6 були менші, 
ніж відповідні значення для вибірок з однією ітераці-
єю відсіву «аномальних» значень. Для розподілів 
Розіна-Раммлера і логарифмічно-нормального ці зна-
чення розподілились порівну: по 3 випадки для вибі-
рок без відсіву та з відсівом. 

6. З усіх 13 вибірок значення Хі квадрат, знайдені 
за критерієм мінімального значення функції Хі квадрат 
(15) для розподілу Вейбулла завжди були більші відпо-
відних значень для інших розглянутих розподілів. Зна-
чення цього параметру для розподілів Розіна-Раммлера 
та логарифмічно-нормального співпадали у 2 випадках з 
13. У 7 випадках з 13 для логарифмічно-нормального 
розподілу значення цього параметру були менші, ніж 
для розподілу Розіна-Раммлера. Відповідно у 4 випадках 
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з 13 значення цього параметру для розподілу Розіна-
Раммлера були менші, ніж для логарифмічно-
нормального розподілу. 

7. Для вибірок без відсіву «аномальних» значень 
менші значення параметру Хі квадрат для логарифмі-
чно-нормального розподілу спостерігались у 2 випад-
ках з 6. У 2 випадках з 6 значення цього параметра 
співпадало зі значеннями, знайденими для розподілу 
Розіна-Раммлера та у 2 з 6 випадків ці значення для 
розподілу Розіна-Раммлера були меншими, ніж зна-
чення для логарифмічно-нормального розподілу. 

8. Для вибірок з однією ітерацією відсіву «анома-
льних» значень менші значення параметру Хі квадрат 
для логарифмічно-нормального розподілу спостеріга-
лись у 4 випадках з 6, а для розподілу Розіна-Раммлера – 
у 2 з 6. Для вибірки з двома ітераціями відсіву «анома-
льних» значень найменші значення параметру Хі квад-
рат знайдено для логарифмічно-нормального розподілу. 

Узагальнюючи результати наведеного вище ана-
лізу, зазначимо, що з усіх розглянутих теоретичних 
розподілів найгірше описує отримані на практиці 
дискретні розподіли розподіл Вейбулла, а найкраще – 
логарифмічно-нормальний. Тому саме для нього зна-
чення параметрів були знайдені ще і методом статис-
тичних моментів як за вхідними даними, так і за да-
ними дискретних розподілів (табл. 5). 

Таблиця 5 
Параметри логарифмічно-нормального розподілу, 

знайдені методами статистичних моментів за вхідними 
даними та дискретними розподілами 
За вхідними даними За дискретними розпод.

Вибірка 
α μ k, % χn

2 p/f α μ k, % χn
2 p/f

Vsa0 1,433 –1,07 17,6 7,23 p 0,922 0,152 41,5 15,9 f 
Vsa1 1,279 –1,17 86,6 31,4 f 1,053 –0,62 114 34,2 f 
Vsa2 1,146 –1,78 222 5,66 p 0,951 –1,39 275 7,68 p
Vsb0 1,401 –0,83 17,6 9,51 p 0,917 0,317 38,5 16,9 f 
Vsb1 1,289 –0,94 70,4 29,0 f 1,053 –0,41 93,0 33,1 f 
VLa0 1,291 1,592 2,63 7,07 p 0,902 2,439 4,74 14,4 f 
VLa1 1,146 1,549 9,61 18,2 f 0,956 1,924 11,5 21,6 f 
VLb0 1,283 1,816 2,24 7,76 p 0,911 2,692 3,98 12,9 f 
VLb1 1,151 1,765 7,09 11,1 p 0,959 2,187 8,65 13,3 f 

(VLa/Vsa)0 0,848 2,722 5,27 8,92 p 0,829 2,759 5,36 9,07 p
(VLa/Vsa)1 0,628 2,727 10,3 3,84 p 0,607 2,743 10,2 3,41 p
(VLb/Vsb)0 0,687 2,756 8,23 6,68 p 0,670 2,768 8,27 7,09 p
(VLb/Vsb)1 0,606 2,750 11,9 3,97 p 0,596 2,755 11,9 4,32 p

 

Аналіз даних табл. 5 дозволяє зробити наступні 
узагальнення. 

1. У 12 випадках з 13 значення Хі квадрат для 
логарифмічно-нормальних розподілів, параметри яких 
знайдені за вхідними даними, виявилися меншими, 
ніж для аналогічних розподілів, параметри яких знай-
дені за даними дискретних розподілів. Лише в одному 
випадку спостерігалась зворотна ситуація. 

2. В усіх розглянутих 6 випадках логарифмічно-
нормальний розподіл, параметри якого було знайдено за 
вхідними даними без відсіювання «аномальних» значень 
проходить за критерієм узгодженості Пірсона Хі квад-
рат. Логарифмічно-нормальний розподіл, параметри 
якого були знайдені за параметрами дискретних розпо-
ділів без відсіювання «аномальних» значень за критері-
єм Пірсона Хі квадрат, проходить у 2 випадках з 6. 

3. Логарифмічно-нормальний розподіл, параметри 
якого було знайдено за вхідними даними з відсіюванням 

«аномальних» значень за одну ітерацію проходить за 
критерієм узгодженості Пірсона Хі квадрат в 3 з 6 випад-
ків, а за даними дискретних розподілів – у 2 випадках з 6. 

З наведеного вище аналізу випливає, що для роз-
глянутих вибірок найкращі результати показують 
логарифмічно-нормальні розподіли, параметри яких 
знайдено методами статистичних моментів за вхідни-
ми даними без відсіювання «аномальних» значень. 

Методика побудови розподілів об’ємів скла-
дових плазмових каналів. Одним з результатів опи-
саних вище досліджень і аналізу отриманих даних є 
розроблена нами методика побудови розподілів, яка 
полягає у наступному. 

1. Для апроксимації еквівалентних об’ємів іскро-
вих ядер та кольорових гало плазмових каналів вико-
ристовуються «сплюснуті» еліпсоїди обертання. 

2. Відсіювання «аномальних» результатів вимі-
рювання не проводиться. 

3. Для апроксимації отриманих дискретних роз-
поділів використовується безперервний аналітичний 
логарифмічно-нормальний розподіл. 

4. Параметри логарифмічно-нормального розпо-
ділу визначаються методом статистичних моментів за 
(10) і (13) на основі даних вхідних вибірок без відсію-
вання «аномальних» результатів вимірювання. 

5. Гіпотеза про відповідність теоретичних розподі-
лів отриманим на практиці дискретним розподілам пере-
віряється за критерієм узгодженості Пірсона Хі квадрат. 

6. Для порівняння якості апроксимації отриманих 
на практиці дискретних розподілів безперервними тео-
ретичними розподілами використовується універсаль-
ний безрозмірний критерій – середній модуль відносних 
відхилень значень отриманого в ході експериментів 
дискретного та безперервного теоретичного розподілів. 

Порівняльний аналіз розподілів за розмірами 
ерозійних частинок і лунок на поверхні гранул та 
складових плазмових каналів. В [48] показано, що 
розподіл за діаметрами іскроерозійних лунок на пове-
рхні алюмінієвих гранул найкраще описується розпо-
ділом Розіна-Раммлера, а отриманих з них частинок – 
нормальним розподілом. Об’єм лунки середньостати-
стичного діаметру у гіпотезі, що вона має форму пів-
кулі, на 15 % перевищує об’єм частинки середньоста-
тистичного діаметру у гіпотезі, що вона має форму 
кулі. Тобто за середньостатистичними параметрами 
лунок можна прогнозувати середньостатистичні па-
раметри ерозійних частинок, але їхні розподіли за 
діаметрами описуються різними законами і максима-
льний діаметр лунок може вдвічі перевищувати мак-
симальний діаметр частинок. 

Отже, розподіли за об’ємами кольорових гало 
плазмових каналів, їх іскрових ядер та їхні відношен-
ня найкраще описуються логарифмічно-нормальним 
законом, але можуть бути описані законом Розіна-
Раммлера. Розподіл за діаметрами ерозійних лунок на 
поверхні гранул описується законом Розіна-Раммлера, 
а розподіл за діаметрами ерозійних частинок – норма-
льним розподілом. Тобто, існує імовірність, що коре-
ляційний зв’язок між об’ємами складових плазмових 
каналів і ерозійних лунок на поверхні гранул сильні-
ший, ніж між об’ємами складових плазмових каналів і 
ерозійних частинок. Це наштовхує на думку, що про-
цес формування ерозійних частинок більш складний, 
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ніж конденсація і затвердіння об’єму металу однієї 
ерозійної частинки з однієї ерозійної лунки [53]. Але 
для її верифікації необхідні додаткові дослідження. 

Узагальнення і висновки. 
1. У процесі визначення об’ємів іскрових ядер та 

кольорових гало плазмових каналів, вони можуть 
бути з достатньою для статистичних досліджень точ-
ністю апроксимовані еліпсоїдами обертання. Судячи з 
якості апроксимації теоретичними розподілами отри-
маних в результаті експериментів їхніх розподілів за 
розмірами у гіпотезах «видовжених» та «сплюснутих» 
еліпсоїдів в досліджених режимах імовірність появи 
«сплюснутих» еліпсоїдів вища, ніж «видовжених». 

2. Отримані в результаті вимірювань розподіли 
об’ємів складових плазмових каналів та їхніх відно-
шень мають подібний вигляд і можуть бути апрокси-
мовані одним теоретичним розподілом з різними зна-
ченнями параметрів. З усіх розглянутих теоретичних 
розподілів (Вейбулла, Розіна-Раммлера та логарифміч-
но-нормального) найкращу апроксимацію отриманих в 
результаті вимірювань дискретних розподілів забезпе-
чує логарифмічно-нормальний, а найгіршу – Вейбулла. 

3. Відсіювання «аномальних» результатів вимірю-
вань за критерієм Райта у розглянутих випадках не 
тільки істотно звужує діапазон розподілів випадкових 
величин (більше, ніж у 2 рази при одній ітерації відсі-
ювання та більше, ніж у 6 разів при двох ітераціях), а і 
у переважній більшості випадків призводить до погір-
шення якості апроксимації отриманих на практиці 
дискретних розподілів безперервними теоретичними 
розподілами за критерієм узгодженості Пірсона Хі 
квадрат. Тому у розглянутих умовах воно недоцільне. 

4. У більшості випадків метод пошуку оптималь-
них значень параметрів теоретичних законів розподі-
лів випадкових величин за найменшим відхиленням 
теоретичних значень від результатів експериментів 
дає менші значення Хі квадрат, ніж метод статистич-
них моментів. Але знайдені за першим методом зна-
чення параметрів розподілів не є єдиним можливим 
рішенням та не завжди відповідають фізично обумов-
леним діапазонам через надлишковість систем рів-
нянь, які розв’язуються для їх знаходження. 

5. Серед усіх розглянутих оптимізаційних функ-
цій, за мінімальними значеннями яких методом най-
менших відхилень теоретичних значень від результа-
тів експериментів знаходились оптимальні значення 
параметрів теоретичних законів розподілу випадкових 
величин, найменші значення Хі квадрат очікувано 
забезпечує функція на основі критерію узгодженості 
Пірсона Хі квадрат. 

6. Універсальність критерію якості апроксимації 
розподілів серед всіх розглянутих функцій забезпечує 
лише середній модуль відносних відхилень значень 
отриманого в ході експериментів дискретного та без-
перервного теоретичного розподілів, оскільки не за-
лежить ні від кількості інтервалів дискретних розпо-
ділів, ні від абсолютних значень випадкових величин. 

7. Пошук значень параметрів теоретичних законів 
розподілів випадкових величин за статистичними мо-
ментами вибірок є більш точним, ніж за статистичними 
моментами дискретних розподілів. Метод статистичних 
моментів забезпечує однозначність результатів та від-
повідність їх фізично обумовленим діапазонам. У випа-
дку узгодженості отриманого на практиці та теоретич-
ного розподілів за критерієм Пірсона Хі квадрат, метод 

статистичних моментів забезпечує знаходження задові-
льних значень параметрів теоретичних розподілів. 

8. Розроблено методику побудови розподілів 
об’ємів складових плазмових каналів, адаптовану саме 
для таких об’єктів. 
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Distribution of volumes of plasma channels components 
between metal granules in working liquids. 
Introduction. Expanding the capabilities of a number of modern 
technologies and improving quality of their products require 
detailed spark and plasma erosion processes control in metal 
granules layers (MGL). Problem. Traditional measurement of 
exclusively electrical parameters of these processes, even in the 
case of multi-electrode systems, provides only a general vision, 
not allowing monitoring processes in individual plasma channels. 
Optical control methods make it possible to simultaneously have 
information about almost every plasma channel in the MGL. The 
aim of the article is to study the characteristic components of 
plasma channels arising as a result of the flow of discharge cur-
rents in the MGL and to establish the laws of distribution of their 
volumes and their ratios. Methodology. During the experiments, 
photographs of plasma channels resulting from the flow of dis-
charge current pulses between Al granules immersed in distilled 
water were obtained. Using the specialized ToupView program, 
the volumes of equivalent ellipsoids of rotation, approximating the 
colored halos and white cores of the plasma channels were de-
termined. Discrete distributions of the volumes of the halo and 
cores of plasma channels, as well as their ratios were constructed 
both with and without procedures for screening out «anomalous» 
results. The efficiency of approximation of discrete distributions 
obtained in practice by continuous theoretical distributions 
Weibull, Rosin-Rammler and log-normal was estimated. Results. 
It is shown that of all the considered theoretical distributions of 
halo and cores of plasma channels volumes, as well as their ra-
tios, the most adequate is the log-normal one. Originality. For the 
first time distributions of volumes of halo and cores of plasma 
channels were studied and their comparative analysis with the 
size distributions of erosion particles and dimples on the surface 
of Al granules was given. Practical significance. Taking into 
account the new obtained results, a technique for constructing 
distributions of volumes of halo and cores of plasma channels and 
determining their parameters has been developed. References 53, 
figures 7, tables 5. 
Key words: plasma channels, spark, discharge current, statis-
tical distributions, metal granules, erosion particles. 
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