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Аналітичне визначення квазістаціонарного електромагнітного поля, створеного 
магнітними моментами і вихровими струмами в електропровідному півпросторі 
 

Мета. Дослідження в умовах прояву сильного скін-ефекту розподілу на поверхні електропровідного півпростору тривимірного 
змінного квазістаціонарного електромагнітного поля, джерелом зовнішнього поля якого є довільно орієнтований магнітний 
момент. Методологія. Для аналізу використаний аналітичний розв’язок загальної тривимірної задачі для випадку неоднорідного 
електромагнітного поля при сильному скін-ефекті і використанні розкладання в асимптотичні ряди по малому параметру, який 
пропорційний відношенню глибини проникнення поля до відстані між джерелами зовнішнього поля і поверхнею тіла. Конкретні 
вирази на поверхні повністю визначаються відомим полем зовнішніх джерел, в якості яких використовується поле магнітного 
моменту. Результати. Для сильного скін-ефекту отримано вирази для напруженостей електричного і магнітного полів окремо 
для компонентів магнітного моменту, що орієнтовані перпендикулярно і паралельно до плоскої поверхні між діелектричною і 
електропровідною областями. Проаналізовано особливості розподілу електромагнітного поля в залежності від величини введе-
ного малого параметру, Результати представлено для модулів і зсуву фаз компонентів напруженостей полів відносно фази 
джерела зовнішнього поля. Оригінальність. Знайдені вирази для електромагнітного поля уявляються більш загальними, ніж 
використання замкнених контурів зі зміннім струмом, оскільки розширюють види джерел зовнішнього поля, що враховуються, і 
дозволяють використати метод суперпозиції замість інтегрування по всьому контуру. Практична цінність. Знайдені конкре-
тні аналітичні вирази електромагнітного поля на поверхні для зовнішнього поля магнітних моментів значно спрощують вирі-
шення конкретних задач, оскільки не потребують для цього додаткового розв’язку рівнянь поля. Бібл. 20, рис. 8.  
Ключові слова: тривимірне квазістаціонарне електромагнітне поле, сильний скін-ефект, зовнішнє поле магнітних 
моментів, асимптотичний метод, аналітичний розв’язок.  
 

Вступ.  Взаємодія змінного електромагнітного 
поля з електропровідними тілами супроводжується 
проявом скін-ефекту. У високочастотних і швидко-
плинних електромагнітних процесах має місце силь-
ний скін-ефект, при якому струм і електромагнітне 
поле концентруються в тонкому поверхневому шарі 
тіла. В цьому випадку формулювання математичних 
моделей для розрахунку електромагнітного поля зна-
чно спрощується. Найбільш простою уявляється ма-
тематична модель ідеального скін-ефекту, коли хара-
ктерні розміри електропровідного тіла L значно пере-
вищують глибину проникнення поля . Тут достатньо 
розглядати стаціонарну задачу для тіла з ідеальною 
електропровідністю і відповідно рівною нулю глиби-
ною проникнення поля 0 [1, 2]. В цьому випадку 
нормальна компонента магнітного і дотична компо-
нента електричного полів дорівнюють нулю.  

Подальший розвиток наближених моделей прони-
кнення електромагнітного поля в електропровідне сере-
довище при   0 пов’язаний, в першу чергу з дослі-
дженням на основі імпедансної граничної умови [3, 4]. 
У математичній моделі, яку запропонував М. Леонто-
вич ще в середині XX ст. [3], вихідною залишалася 
модель з ідеальною електропровідністю. З цієї моделі 
визначалася дотична до поверхні електропровідного 
тіла напруженість магнітного поля. Кінцева глибина 
проникнення поля враховувалася із застосуванням 
концепції імпедансної граничної умови, в якій напру-
женість магнітного поля на поверхні тіла пов’язана з 
напруженістю електричного поля конкретним співвід-
ношенням. Передбачається, що локально електромагні-
тне поле проникає в металеве тіло так само, як однорі-
дне поле проникає в електропровідний півпростір. 
Модель є наближеною і одне з питань полягає у визна-
ченні меж застосування моделі. Докладний аналіз бага-
торічних досліджень в розвитку концепції імпедансної 
граничної умови представлений, наприклад, в [5, 6].  

Розробка ефективних методів розв’язку тривимір-
них задач теорії електромагнітного поля в досить зага-
льній постановці є актуальною проблемою, незважаючи 
на значний прогрес у використанні чисельних методів 

розрахунку. Певну привабливість для теоретичного 
дослідження, як і раніше, мають аналітичні методи 
розв’язку подібних задач. Це обумовлено їх позитивни-
ми сторонами. По-перше, існує широке коло об’єктів, де 
ефективними залишаються спеціалізовані аналітичні чи 
комбіновані чисельно-аналітичні підходи. До таких 
об’єктів відносяться, зокрема, системи, геометричні 
особливості яких характеризуються різним характером 
зміни поля в просторі – швидкою зміною поблизу зосе-
реджених джерел поля або поблизу межі поділу середо-
вищ і значно повільнішою в іншій області простору 
значно більшого об’єму. По-друге, наявність аналітич-
ного рішення дозволяє отримати загальні особливості 
формування тривимірного поля, які дають змогу прово-
дити глибокий аналіз причин та особливостей фізичних 
процесів. Також з’являється можливість розробити об-
ґрунтовані підходи для тривимірного моделювання 
складних електромагнітних систем. Нарешті, аналітичні 
рішення поставляють певний набір точно розв’язуваних 
задач, які можуть бути еталоном порівняння при розро-
бки інших методів до розрахунку систем складнішої 
геометрії, де отримання аналітичних рішень неможливо. 

У книзі [7] представлено отриманий автором і 
опублікований в окремих статтях точний аналітичний 
розв’язок для змінного та імпульсного електромагніт-
ного полів, створюваних системою просторових кон-
турів зі струмом довільної конфігурації, розташова-
них поблизу електропровідного тіла, що намагнічу-
ється, з плоскою поверхнею, в якому індукуються 
вихрові струми. Рішення з урахуванням замкнутості 
контурів знайдено у вигляді квадратур для векторного 
та скалярного потенціалів, напруженостей магнітного 
та електричного полів у діелектричному та електро-
провідному середовищах без обмежень на геометрію 
контурів, властивості середовища та частоту поля. 
Отриманий розв’язок дозволив, зокрема, встановити 
такі загальні закономірності формування полів [8]. 
Компоненти густини струму та напруженості елект-
ричного поля, перпендикулярні до поверхні, мають 
нульове значення у всьому електропровідному пів-
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просторі. Результатом є також гранична умова для 
нормальної компоненти напруженості електричного 
поля в діелектричному середовищі, яке повністю ви-
значається відомим полем зовнішніх джерел. Інший 
наслідок точного рішення – висновок про те, що не-
однорідне електромагнітне поле при проникненні в 
електропровідний півпростір загасає з глибиною зав-
жди швидше, ніж однорідне поле. 

Спрощення обчислювальних процедур є необ-
хідним і для аналітичного розв’язку, особливо при 
вирішенні оптимізаційних і обернених задач теорії 
поля. Розрахунок значно спрощується не тільки для 
ідеального скін-ефекту при 0, а й для сильного 
скін-ефекту в його розширеному розумінні, коли від-
стань r між джерелами зовнішнього поля і точками 
спостереження на поверхні тіла є обмеженою. Ефек-
тивним прийомом виявляється розкладання потенціа-
лів і векторів поля в асимптотичний ряд [9, 10] по 

малому параметру   12  r , де  – відносна 
магнітна проникність електропровідного середовища. 
Таке уявлення дозволяє також зробити подальші ви-
сновки відносно загальних особливостей формування 
тривимірного електромагнітного поля. Зокрема, вста-
новлено, що на плоскій границі напруженість поля 
визначається не тільки величиною компонент відомо-
го зовнішнього поля, як в моделі ідеального скін-
ефекту, а й його похідними по координаті, перпенди-
кулярній до поверхні поділу середовищ. Тим самим 
визначається вплив неоднорідності поля у поверхні, а 
розподіл поля на поверхні не потребує розв’язання 
додаткових крайових задач.  

Особливість застосованих степеневих асимптоти-
чних рядів типу Пуанкаре [11, 12] полягає в обмеженої 
кількості їх членів N. Це пов’язано з похибкою визна-
чення кожного члену ряду, яка збільшується зі збіль-
шенням величини параметру  і номеру члену ряду n. 
Тому існує така кількість членів ряду, при якому похи-
бка є мінімальною і подальше збільшення їх кількості 
тільки збільшує похибку. У [9, 10]. наведені питання 
меж застосування асимптотичного методу для загаль-
ного випадку довільного зовнішнього поля, аналіз 
похибок, вибір числа членів обмеженого ряду, а також 
оптимального с позицій точності числа членів ряду в 
залежності від малого параметру. Крім того, при обчи-
сленні величини поля у зв’язку з похибкою визначення 
членів ряду їх значення враховуються з ваговою функ-
цією, величина якої залежить від оцінки похибки.  

У [9], зокрема, показано, що розрахунки з достат-
ньою точністю можливо виконувати для значення мало-
го параметру   0,3. Така умова виконується в багатьох 
технологічних процесах, де необхідно забезпечити си-
льну взаємодію індуктора і електропровідного тіла. 
Наприклад, у пристроях для високо частотного індук-
ційного нагріву плоских металевих виробів [13, 14] від-
стань між індуктором і тілом зазвичай не перевищує 
h = 3 см. В цьому випадку при  = 0,3, наприклад, для 
виробів з латуні ( = 1,  = 1,25107 –1 m–1) при 
h = 0,03 м розрахунки можливо виконувати для частот 
f = /2  125 Гц. В устаткуванні для впливу сильного 
поля для покращення механічних властивостей метале-
вих виробів [15, 16] відстань складає h = 0,01-0,02 м. 
У цьому випадку при h = 0,01 м для алюмінію ( = 1, 

 = 3,71107 –1 m–1) припустимі частоти є f  380 Гц. 
Зазначимо, що пристрої для відмічених тут технологі-
чних процесів є прикладами об’єктів, при розробці 
яких можуть використовуватися методи розрахунку, 
що досліджуються. 

Джерелами зовнішнього поля можуть бути не 
тільки контури зі змінним струмом. У загальному 
випадку джерела зовнішнього поля можуть бути 
представлені також системою магнітних моментів 
[17]. Таке представлення навіть більш зручне, оскіль-
ки у квазістаціонарному наближенні контур повинен 
бути замкненим и не може бути поділений на частини 
[18]. В той же час для магнітного поля системи магні-
тних моментів справедливим є принцип суперпозиції. 
Кожен магнітний момент m є окремим джерелом 
поля, векторний A (A=0) і скалярній m магнітні 
потенціали якого у немагнітному середовищі  
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тут вектор r направлений із точки джерела (моменту) 
в точку спостереження.  

Кожен контур зі струмом I0, для електромагніт-
ного поля якого у [7] надано розрахункові вирази, 
може бути замінений поверхнею S, що опирається на 
замкнений контур з джерелами поля у вигляді подвій-
ного шару магнітних зарядів (магнітних моментів) 
dm = 0I0dSn, де 0I0n – вектор поверхневої густини 
розподіленого магнітного моменту, спрямованого 
вздовж нормалі n до поверхні (рис. 1).  

dm 

 
Рис. 1. Заміна контуру зі струмом поверхнею подвійного 

шару магнітних зарядів (магнітних моментів) 
 

Тепер, на відміну від знайдених виразів для конту-
ру, в розрахунках допускається застосування принципу 
суперпозиції з сумуванням полів, створених системою 
магнітних моментів, що покривають поверхню S. Зі 
збільшенням відстані від джерела поля до точки спосте-
реження кількість магнітних моментів, що забезпечують 
необхідну точність, зменшується. На значній відстані 
джерело поля може бути представлене одним сумарним 
магнітним моментом, що створює поле (1), (2).  

На даний час, незважаючи на досить загальний 
характер використання поля магнітних моментів, 
відсутні в достатній мірі конкретні дослідження їх 
застосування для представлення поля зовнішніх дже-
рел в асимптотичному методі розрахунку електромаг-
нітного поля. Тому дослідження можливості їх засто-
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сування в практиці аналітичних розрахунків тривимі-
рних квазістаціонарних полів є актуальною задачею. 

Метою роботи є дослідження особливостей розпо-
ділу та отримання конкретних розрахункових співвід-
ношень для неоднорідного квазістаціонарного електро-
магнітного поля на поверхні електропровідного півпрос-
тору, поблизу поверхні якого розташований магнітний 
момент, що змінюється в часі за синусоїдальним зако-
ном, з урахуванням вихрових струмів в електропровід-
ному середовищі в умовах прояву сильного скін-ефекту. 

Математична модель. Вважається, що поблизу 
електропровідного півпростору з електропровідністю  і 
відносною магнітною проникністю  на відстані h у 
діелектричному немагнітному середовищі розташований 
магнітний момент, що змінюється у часі за синусоїдаль-
ним законом з циклічною частотою   mmm  ||  

(рис. 2). Тут і надалі комплексні амплітуди позначають-
ся крапкою над відповідним символом. В загальному 
випадку магнітний момент довільно орієнтований відно-
сно поверхні поділу середовищ: складова |||||| em m   

орієнтована паралельно поверхні вздовж одиничного 
вектора e||; складова zzm em    орієнтована вздовж 
нормального до поверхні одиничного вектора ez.  

x ,   
Рис. 2. Розташування магнітного моменту поблизу 

електропровідного півпростору 
 

В основу розв’язку задачі для електромагнітного 
поля на поверхні поділу середовищ покладено точне 
рішення для системи: «довільний просторовий контур 
з синусоїдальним струмом як джерело зовнішнього 
поля – електропровідний півпростір» [7]. У [8] пока-
зано, що у випадку сильного скін-ефекту в розшире-
ному розумінні при  < 1 з урахуванням неоднорідно-
сті зовнішнього поля на поверхні електропровідного 
тіла з плоскою поверхнею напруженості електричного 
і магнітного полів повністю визначаються напружені-

стю магнітного поля зовнішніх джерел 0H . Отримані 
вирази у вигляді розкладання в обмежений асимпто-
тичний ряд для дотичних і нормальних компонент 

напруженостей електричного  EEE 
||  і магнітно-

го  HHH 
||  полів є такими:  

- Дотичні компоненти полів, які є однаковими на 
поверхні в діелектричному і електропровідному сере-
довищах: 
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де  = p/ – поверхневий імпеданс, 0jp   – 

стала розповсюдження, j – умовна одиниця. В (3) і (4) 

враховано, що pjr   . Коефіцієнти an() є кое-

фіцієнтами розкладання у ряд Тейлора функції 
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прийнято, що a–1 = –1. Кількість членів обмеженого 
асимптотичного ряду N визначається, насамперед, 
значенням малого параметра  [9, 10].  

- Нормальні компоненти електричного 
E , 

E  і 

магнітного 
H , 

H  полів по різні боки поверхні в 
діелектричному (z = 0+0) і електропровідному (z = 0–0) 
середовищах є різними.  

У будь-якій точці електропровідного середовища 
компонента напруженості електричного поля, що 
спрямована перпендикулярно до поверхні, в загально-
му випадку для довільних значень параметра  дорів-
нює нулю. На поверхні тіла в діелектричному середо-
вищі при довільному значенні  напруженість електри-
чного поля повністю визначається індукованим елект-
ричним полем зовнішніх джерел і вважається відомим 

   00 zzE ;    02 0 
 zAjE z

  , (5) 

де  00 zA z
  – нормальна компонента векторного 

потенціалу магнітного поля зовнішніх джерел. 
З урахуванням безперервності нормальної ком-

поненти вектора індукції магнітного поля вирази для 
нормальних компонент напруженості по різни сторо-
ни від поверхні виявляються 
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Нульовий член асимптотичних рядів в (3) і (4) 
відповідає наближеної моделі, в якій приймається, що 
поле на поверхні є однорідним і нормальна компонен-
та напруженості магнітного поля дорівнює нулю. При 
цьому значення дотичного магнітного поля на повер-
хні відповідає магнітному полю на поверхні тіла з 
ідеальною провідністю і відповідно рівною нулю 
глибиною проникнення поля 0. 

У виразах (3) – (6) врахована неоднорідність поля 
зовнішніх джерел. Про це свідчить наявність у виразах 
похідних по координати, спрямованої перпендикуляр-
но поверхні поділу середовищ. Вплив неоднорідності 
електромагнітного поля для дотичних компонент вияв-
ляється у членах ряду з номерами n  1. Нормальна 
компонента зовнішнього поля враховується вже у пер-
шому члені асимптотичного ряду. 

Наведені вирази розподілу електромагнітного 
поля є наближеними. У представлених далі розрахун-
кових прикладах значення малого параметра не пере-
вищує припустиме значення  = 0,3. Число членів 
асимптотичного ряду дорівнювало чотирьом (N = 3). 
При цьому згідно оцінкам, виконаним у [9, 10], відно-
сна похибка визначення напруженостей поля не пере-
вищувала значення N = 510–3.  

За виразами (3), (4), (6) далі розраховуються 
компоненти електричної і магнітної складових поля 
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на плоскій поверхні електропровідного тіла окремо 
для компонент магнітного моменту, що орієнтовані 
вздовж нормалі і паралельно до поверхні.  

Електромагнітне поле магнітного моменту m, 
орієнтованого вдовж нормалі до поверхні. Зовнішнє 
магнітне поле магнітного моменту zzm em    має 
осьову симетрію і вираз для нього зручно записати у 
циліндричній системі координат (, , z) з одинични-
ми векторами (e, e, ez), спрямованими вздовж відпо-
відних координат. Тоді у відповідності с (2) магнітний 
момент у довільній точці простору створює поле 
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Параметр , за яким здійснюється розкладання в 
асимптотичний ряд виразів для електромагнітного 
поля, залежить від відстані r між точками витоку і 
спостереження на поверхні поділу середовищ. Пара-
метр приймає максимальне значення в точці Q0 на 
поверхні безпосередньо під магнітним моментом, де 
відстань r = h є мінімальною. В цій точці похибка 
наближеного методу розрахунку є найбільшою.  

Для подальшого аналізу будемо використовувати 
єдине максимальне значення малого параметра 

   hrhm   2 . Із застосуванням величин h і 

m поверхневий імпеданс виявляється mhj  0 . 

Підставляючи значення зовнішнього магнітного 
поля (7) у вирази для напруженостей полів (3), (4), (6), 
отримуємо їх розподіл вдовж радіальної координати  
на поверхні електропровідного тіла в залежності від 
величини малого параметра m, а також від висоти 
розташування h і циклічної частоти поля . 

Нормовані значення напруженостей електрично-
го і магнітного полів введено таким чином: 
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Вираз для нормованого значення дотичної ком-
поненти напруженості електричного поля приймає 
такий вигляд: 
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У свою чергу, нормовані значення дотичної і но-
рмальної до поверхні компонент напруженості магні-
тного поля виявляються 
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З представлених залежностей видно, що в дано-
му випадку осесиметричного електромагнітного поля 
напруженість електричного поля має тільки одну 
азимутальну компоненту, а напруженість магнітного 
поля представлена радіальною і нормальною до пове-
рхні компонентами  

На рис. 3 – 5 надані залежності розподілу нормо-
ваних компонент комплексних амплітуд напруженос-

тей електромагнітного поля   EjEE exp**    і 

 Hkkk jHH exp**    де k = , z. Знак «–» перед мо-

дулем комплексної амплітуди використовується, щоб 
вказати на протилежний до обраного напрямок ком-
поненти вектора поля. В цьому випадку одночасно 
кут зсуву фаз відносно фази магнітного моменту змі-
нюється на π. 
 a b

/h /h  
Рис. 3. Розподіл вздовж поверхні модуля *

E  (a) 

і кута зсуву фаз E (b) дотичної компоненти напруженості 
електричного поля для джерела m  

a b

/h m  
Рис. 4. Радіальна компонента напруженості магнітного поля: 

залежність модуля *
H  від радіальної координати (а); 

залежність кута зсуву фаз H від параметра m (b) 

 a b

/h /h  
Рис. 5. Розподіл вздовж поверхні модуля *

zH  (a) 

і кута зсуву фаз Hz (b) нормальної компоненти 
напруженості магнітного поля 

 

Для ідеального скін-ефекту при m0 дотична 
напруженість електричного поля, як і нормальна ком-
понента магнітного поля, дорівнюють нулю. У цьому 
випадку дотична напруженість магнітного поля дорі-
внює подвоєному значенню дотичної компоненти 
зовнішнього магнітного поля [9]. Таке поле викорис-
товується у спрощеній моделі дифузії локально одно-
рідного поля в електропровідне тіло у даному випадку 
дифузії поля в електропровідний півпростір. У даному 
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випадку поля магнітного моменту зсув фази дорівнює 
нулю, дотична компонента спрямована назустріч 
радіальної координати (9), досягає максимального 
значення в точках окружності радіусу  = h/2 і дорів-

нює 717,115,05,06 2*
||max H .  

З представлених даних на рис. 3 – 5 видно, що 
при збільшенні параметру , тобто зі збільшенням 
впливу неоднорідності зовнішнього електромагнітно-
го поля при його дифузії в електропровідний півпрос-
тір, характер розподілу поля по поверхні змінюється.  

Дотична компонента електричного поля (рис. 3) 
вже не дорівнює нулю і збільшується з ростом пара-
метру . Дотична компонента напруженості магнітно-
го поля навпаки зменшується з ростом . При цьому, 
як видно з рис. 4,b, залежність від параметру  зсуву 
фази відносно фази зовнішнього джерела має немоно-
тонний характер.  

Для неоднорідного поля при кінцевій товщині 
скін слою, тобто у випадку  > 0, нормальна компоне-
нта напруженості магнітного поля вже не дорівнює 
нулю. Зазначимо, що вже для параметру   0,2 нор-

мальна компонента *
zH  стає співрозмірною з дотич-

ною компонентою *
H  і неврахування цієї компоне-

нти поля у спрощених моделях може призводити до 
суттєвих похибок розрахунків. Зазначимо також, що 
нормальна компонента магнітного поля стає несуттє-
вою на відстані /h  0,8. В області /h  0,81,0 зсув 
фази нормальної компоненти поля різко змінюється 
приблизно на 180. Це означає, що в цій області від-
бувається зміна напрямку нормальної компоненті 
поля порівняно з напрямком в області /h  0,8.  

Зазначимо також, що магнітне поле виявляється 
еліптично поляризованим. Про це свідчить те, як вид-
но з рис. 4,b і рис. 5,b, що фази взаємно перпендику-

лярних компонент магнітного поля *
H  і *

zH  відріз-

няються одна від одної. 
Електромагнітне поле магнітного моменту m||, 

орієнтованого паралельно поверхні. На відміну від 
попереднього випадку нормально орієнтованого маг-
нітного моменту магнітне поле магнітного моменту 

|||||| em m   орієнтованого паралельно поверхні поділу 

середовищ, зручно записувати у декартовій системі 
координат (x, y, z), вісі x і y якої лежать на поверхні, 
причому вісь x спрямована вздовж проекції вектора 

||m  на плоску поверхню (рис. 2). Одиничні вектори 

системи координат є (ex, ey, ez). 
Зовнішнє магнітне поле магнітного моменту, що 

розглядається, в декартовій системі координат має всі 
три компоненти 
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Після підстановки (11) у вирази (3), (4), (6) для 
напруженостей електричного і магнітного полів на 
поверхні поділу середовищ отримаємо 
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У даному випадку електромагнітне поле на пове-
рхні півпростору є симетричним відносно осі x. Ком-

поненти напруженостей електричного xE||
  і магнітно-

го yH||
  полів мають парну симетрію, компоненти 

yE||
 , xH||

 , zH
  електромагнітного поля мають непа-

рну симетрію відносно вісі x. 
Загальне уявлення про формування електромаг-

нітного поля можна отримати,якщо розглянути споча-
тку ідеальний скін-ефект. В цьому випадку достатньо 
розглянути формування магнітного поля тільки в 
діелектричному середовищі. Для розрахунку магніт-
ного поля моменту, що розташований над поверхнею 
поділу середовищ, може бути використаний метод 
дзеркальних відбиттів. Зауважимо, що у випадку ідеа-
льного скін-ефекту загальний розв’язок задачі знахо-
дження магнітного поля зводиться до врахування 
струму вихідного і дзеркально відбитого від поверхні 
контуру з протилежно спрямованим струмом [7]. Таке 
уявлення для магнітних моментів, на відміну від 
струмів, зводиться до однакового напрямку дотичних 
компонентів і протилежного напрямку нормальних 
компонентів вихідного m і дзеркально відбитого m1 
моментів [17] (рис. 6,a).  

 

b a  
Рис. 6. Структура магнітного поля магнітного моменту, 

розташованого над півпростором з ідеальною провідністю 
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Структуру магнітного поля двох однаково спря-
мованих магнітних моментів m|| і m1|| (рис. 6,b) зручно 
проаналізувати за допомогою визначення особливих 
точок [19, 20], в яких векторне поле дорівнює нулю. 
Знайдемо такі точки в вертикальній площині y = 0. 
Компонента поля, що перпендикулярна до цією пло-
щини, дорівнює нулю Hy = 0. У силу симетрії для двох 
магнітних моментів перпендикулярна до вісі x компо-
нента поля, що спрямована вздовж осі z також дорів-
нює нулю Hz = 0. Залишилося знайти нульове значен-
ня компоненти Hx на вісі x. Обидва магнітних момен-
ти мають однакові компоненти поля Hx. В результаті 
для цієї компоненти отримаємо 
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Звідси випливає, що особливі точки поля в пло-
щині y = 0 знаходяться в точках осі, паралельній на-

прямку магнітних моментів, 2hx  . Це особливі 
точки гіперболічного типу (сідло) S, через які прохо-
дять сепаратриси – силові лінії поля (показані жирни-
ми лініями), які відділяють області з різним характе-
ром формування поля. На рис. 6,b для наочність пока-
зані лінії магнітного поля не тільки над поверхнею 
тіла, а й в області z < 0, де у випадку ідеального скін-
ефекту поле відсутнє. 

Рис. 7 ілюструє залежності різних компонентів 
напруженості магнітного поля від координат на пло-
щині і від величини малого параметра m, відмінність 
від нуля якого вказує на вплив кінцевого значення 
глибини проникнення неоднорідного електромагніт-
ного поля. На всіх рисунках залежності для ідеально-
го скін-ефекту  = 0 показані жирними кривими.  
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Рис. 7. Розподіл дотичної складової магнітного поля 

на поверхні поділу середовищ для джерела ||m  

Як видно з рис. 6,b, при m = 0 дотична компоне-
нта напруженості магнітного поля на поверхні тіла 
міняє напрямок при переході через особливі точки S. 
Ця особливість розподілу поля відображена також на 
рис. 7,a. При m > 0, коли вихрові струми течуть вже 

не по поверхні, а займають певний шар кінцевої тов-
щини, спостерігається загальна тенденція зменшення 
магнітного поля. При цьому положення особливої 
гіперболічної точки практично не змінюється. 

При віддаленні від площини y = 0 поздовжня (па-
ралельна напрямку магнітного моменту) компонента 
напруженості магнітного поля зменшується (рис. 7,с). 
Нульове значення цієї компоненти, як і раніше, має 
місце. Однак при y  0 не всі компоненти напруженості 
поля дорівнюють нулю у відповідних точках поверхні. 
Компонента дотичної напруженості, що перпендикуля-
рна вісі x, виявляться відмінною від нуля (рис. 7,d).  

Зазначена особливість ілюструється на рис. 8. Но-
рмальна компонента напруженості магнітного поля 
(рис. 8,a) залишається незначною порівняно з макси-
мальним значенням дотичної компоненти магнітного 
поля (рис. 7,a). Але в області поблизу особливих точок 
поля нормальна компонента стає превалюючою.  

Напруженість електричного поля при зовнішньо-
му полі горизонтального магнітного моменту (рис. 8,b) 
за значенням є порівняною з електричним полем, що 
створюється при дії магнітного моменту, орієнтовано-
го нормально до поверхні (рис. 5). 

y/h 

a b

x/h  
Рис. 8. Розподіл по поверхні модулів нормальної компоненти 

магнітного поля (a) і дотичної компоненти електричного 
поля (b) для джерела m|| 

 

Висновки. З представлених результатів як для 
нормально орієнтованого магнітного моменту, так і 
моменту, спрямованому паралельно поверхні поділу 
середовищ, випливає, що математичні моделі з ідеа-
льним скін-ефектом при 0 мають обмежену об-
ласть застосування. У випадку дії неоднорідного поля 
зовнішніх джерел, коли глибина проникнення поля 
стає співрозмірною з відстанню до електропровідного 
тіла, необхідно застосовувати більш коректні матема-
тичні моделі електромагнітного поля. Зручним спосо-
бом опису електромагнітного поля уявляються аналі-
тичні підходи з застосуванням розкладання поля в 
асимптотичні ряди по введеному малому параметру .  

Знайдені конкретні вирази для електромагнітного 
поля на поверхні між електропровідним і діелектрич-
ним півпростором при дії довільно орієнтованого маг-
нітного моменту уявляються більш загальними, ніж 
використання замкнених контурів зі зміннім струмом, 
оскільки розширюють види джерел зовнішнього поля, 
що враховуються, і дозволяють використати метод 
суперпозиції замість інтегрування по всьому контуру. 

У випадках, що допускають застосовування моделі 
електропровідного півпростору при сильному скін-
ефекті, знайдені конкретні вирази для поля на поверхні, 
які повністю визначаються відомим полем зовнішніх 
джерел (в даному випадку – полем магнітних моментів). 
Це значно спрощує розв’язок відповідних задач, оскільки 
відпадає необхідність окремого розв’язку рівнянь поля.  
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Подальший розвиток досліджень може бути 
спрямований на визначення поля при дії інших типів 
джерел неоднорідного зовнішнього поля, знаходжен-
ня імпедансної граничної умови для таких полів, і 
нарешті, як загальну програму, поширення застосова-
ного підходу на системи з криволінійними поверхня-
ми поділу середовищ. 

Подяка. Робота виконана за проєктом «Розвиток 
теорії та моделювання нестаціонарних електрофізичних 
процесів у провідних і діелектричних середовищах ім-
пульсних електромагнітних систем» (код: Бар’єр-3), що 
фінансується Національною академією Наук України. 

Конфлікт інтересів. Автор заявляє, що не має 
конфлікту інтересів. 
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Yu.M. Vasetsky1 
1 Institute of Electrodynamics National Academy of Sciences of 
Ukraine, 
56, Prospect Beresteiskyi, Kyiv-57, 03057, Ukraine. 
Analytical determination of a quasi-stationary electromagnetic 
field created by magnetic moments and eddy currents in 
conducting half-space. 
Aim. Study of the distribution of a three-dimensional alternating 
quasi-stationary electromagnetic field at the surface of conduct-
ing half-space with strong skin-effect, the source of which is an 
arbitrarily oriented magnetic moment. Methodology. The ex-
pressions for non-uniform electromagnetic field with strong skin 
effect are used for the analysis, which is based on the found 
exact analytical solution of the general three-dimensional prob-
lem and the use of expansion into asymptotic series with respect 
to a small parameter that is proportional to the ratio of the field 
penetration depth to the distance between the sources of the 
external field and the surface of body.  Specific expressions at 
the surface are completely determined by the known field of 
external sources. In this work, the external magnetic moment 
field is used. Results. For strong skin effect, expressions for the 
electric and magnetic field strength are obtained separately for 
the components of the magnetic moment oriented perpendicu-
larly and parallel to the flat surface between the dielectric and 
conducting areas. The features of the electromagnetic field 
distribution are analyzed depending on the value of introduced 
small parameter. The results are presented for the module and 
phase shift of the field strength with respect to the phase of the 
external field source. Originality. The expressions found for the 
electromagnetic field appear to be more general than the use of 
closed contours with alternating current, since they extend types 
of external field sources and allow the use of the superposition 
method instead of integration over the entire contour. Practical 
value. The found specific analytical expressions of the electro-
magnetic field at the surface for the external field of magnetic 
moments significantly simplify the solution of the problems, since 
they  do not require additional solution of the field equations. 
References 20, figures 8.  
Key words: three-dimensional quasi-stationary electromag-
netic field, strong skin effect, external field of magnetic 
moments, asymptotic method, analytical solution. 
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