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Математичне моделювання реостатно-реакторного пуску 
асинхронних двигунів з фазним ротором  
 
Розроблено математичні моделі, методи і алгоритми аналізу пускових режимів і статичних характеристик асинхронних 
двигунів з фазним ротором. В розроблених алгоритмах математична модель двигуна подана диференціальними рівняннями, 
складеними для електричних контурів в системі ортогональних координат. Математичною основою розроблених алгори-
тмів розрахунку статичних характеристик є розв’язування нелінійних систем скінченних рівнянь електричної рівноваги 
методом Ньютона в поєднанні з методом продовження по параметру, а пускових режимів – числове інтегрування неліній-
них систем диференціальних рівнянь електромеханічної рівноваги. Елементами матриці Якобі в розроблених алгоритмах є 
власні і взаємні диференціальні індуктивності електричних контурів, які визначаються на основі характеристик намагні-
чування основним магнітним потоком, а також потоками розсіювання контурів ротора і статора, що дає змогу здійсню-
вати розрахунок з урахуванням насичення магнітопроводу двигуна. Розроблені програми і алгоритми мають високу швид-
кодію і дають змогу здійснювати проектний синтез пускових активних і реактивних опорів в колі ротора з метою забезпе-
чення закону зміни електромагнітного моменту під час пуску, який відповідає роботі системи електроприводу в заданих 
технологічних умовах, а також здійснювати мікропроцесорне керування в динамічних режимах. Бібл. 25, рис. 4. 
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Вступ. Найбільш поширеними серед електро-
приводів в промисловості, сільському господарстві і 
побуті є асинхронні двигуни (АД) з короткозамкне-
ним ротором. Їх основними недоліками є значні пус-
кові струми, які перевищують в 5–7 і навіть більше 
разів номінальні значення, а також порівняно невели-
кий рушійний момент, який для багатьох технологіч-
них процесів є недостатнім. Крім того, пряме вмикан-
ня двигуна в мережу супроводжується значними 
пульсаціями електромагнітного моменту [1]. Розвиток 
пуско-регулювальних систем автоматизованого керу-
вання, а також частотних перетворювачів значно роз-
ширили сферу використання АД з короткозамкненим 
ротором. Проте проблема рушання механізмів елект-
роприводів з важкими умовами пуску потребує пода-
льшого розвитку і удосконалення. 

В останні роки значно зріс інтерес до асинхрон-
них двигунів з фазним ротором у зв’язку з розширен-
ням спектру побудованих на їх основі електроприво-
дів, а отже виникає необхідність їх дослідження, зок-
рема методами математичного моделювання. 

Пускові властивості асинхронного електропри-
воду можна значно покращити шляхом використання 
АД з фазним ротором [2], які, не зважаючи на вищу 
вартість від АД з короткозамкненим ротором, завдяки 
сучасним електронним системам керування отримали 
новий імпульс у розвитку і застосуванні для підійма-
льно-транспортних механізмів, транспортерів, буро-
вих лебідок та інших механізмів з важкими умовами 
пуску. Підвищення рушійного моменту досягається за 
рахунок вмикання в обмотку ротора різних пристроїв. 
Найчастіше для цього використовують реостат, акти-
вний опір якого можна змінювати дискретно шляхом 
вмикання чи закорочення його секцій [2]. Внаслідок 
збільшення активного опору фаз ротора критичне 
значення електромагнітного моменту не змінюється, а 
критичне ковзання зростає зі збільшенням опору рео-
стата. Отже можна досягнути максимального значен-
ня електромагнітного моменту при ковзанні s = 1,0. 
Ця властивість використовується для пуску двигуна 
при моменті опору, що перевищує паспортне значен-
ня пускового моменту. При цьому зменшується 

пусковий струм і збільшується cosφ [1, 2]. Однак 
невдалий вибір значення додаткового опору в колі 
ротора призводить до зменшення рушійного електро-
магнітного моменту. Зміною додаткового опору в колі 
ротора можна регулювати швидкість обертання рото-
ра вниз від основної, хоча такий спосіб регулювання 
неекономічний. 

Для забезпечення плавного прискорення під час 
пуску, крім активного опору, в коло ротора іноді вми-
кають ще і індуктивний опір спеціальної конструкції 
[3–8]. Індукційний елемент може бути увімкнений як 
послідовно до активного (рис. 1), так і паралельно. 
Реактор дає змогу забезпечити плавне прискорення 
електроприводу при малій кількості секцій реостата, 
тобто по суті виконує роль автоматичного регулятора 
струму в роторі і за певних умов може забезпечити 
постійність моменту двигуна в процесі пуску. В ре-
зультаті струм ротора зменшується повільніше, ніж за 
наявності тільки активного опору. У разі паралельно-
го з’єднання резистора і котушки індуктивності на 
початку пуску, коли частота струму в роторі велика, 
струм в основному замикається через реостат, чим 
забезпечується достатньо великий пусковий момент. 
В міру зниження частоти індуктивний опір зменшу-
ється і струм замикається через індуктивний елемент. 

 
Рис. 1. Схема АД з пусковим реактором в колі фазного ротора 

 
Вибір раціонального способу з’єднання активних 

і індуктивних елементів та їх параметрів можна здійс-
нити математичним моделюванням, достовірність 
результатів якого визначається адекватністю матема-
тичної моделі. Крім того, для автоматизації процесу 
пуску АД за допомогою програмованих мікроконтро-
лерів необхідно мати програми аналізу, які мають 
достатньо високу швидкодію, не потребують значного 
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обсягу обчислень. Отже розроблення методів і алго-
ритмів розрахунку пускових процесів в АД з фазним 
ротором є актуальною задачею. 

Аналіз останніх досліджень. Задача розроблен-
ня алгоритму роботи пускової апаратури потребує 
визначення законів зміни пускових струмів та елект-
ромагнітного моменту під час пуску. Для цього необ-
хідно мати відповідні математичні моделі розрахунку 
статичних характеристик, а також динамічних режи-
мів, зокрема перехідних процесів з урахуванням зако-
ну зміни моменту навантаження. Їх основою є мате-
матичні моделі двигунів, якими визначається точність 
результатів математичного моделювання, а також об-
числювальні методи, які слугують математичною ос-
новою для отримання результатів розрахунку і від 
яких залежить швидкодія розроблених програм. 

Більшість методів аналізу усталених і динаміч-
них режимі роботи АД з короткозамкненим ротором 
розроблені з використанням заступних схем з постій-
ними параметрами, які здебільшого використовують-
ся у відомих математичних пакетах прикладних про-
грам. Такий підхід застосовується і до розроблення 
математичних моделей на основі АД з фазним рото-
ром [3–14]. Хоча такі двигуни не потребують враху-
вання витіснення струмів в обмотці ротора внаслідок 
відсутності явища скін-ефекту, вплив потоків розсію-
вання на перебіг процесів значний [9]. Розроблений в 
[13] аналітичний метод розрахунку статичних характе-
ристик у фазному координатному базисі, дає змогу 
розглядати несиметричні і несинусоїдальні процеси, 
однак індуктивні параметри приймаються незмінними. 

Насичення магнітопроводів сучасних двигунів 
зумовлює нелінійність залежностей потокозчеплень 
контурів від струмів, тому розроблені на допущенні 
про лінійність електромагнітних зв’язків математичні 
моделі, не забезпечують можливості розрахунків ди-
намічних режимів з необхідною для практики точніс-
тю. Лінеаризація електромагнітних зв’язків в околі 
робочої точки [6] не вирішує проблеми, оскільки в 
реальній машині насичення змінюється в широких 
межах, а отже апріорі його визначити неможливо. 

В останні роки появились моделі в яких врахову-
ється насичення лише основним магнітним потоком 
[11–14]. Це значно підвищує точність розрахунку, однак 
і ці моделі не є достатньо точними для аналізу динаміч-
них процесів [13, 16, 17], оскільки, як зазначено в [9, 24] 
дослідження повинні обов’язково враховувати ефект 
магнітного насичення не тільки на головному шляху 
магнітного потоку, але і на шляхах потоків розсіювання, 
вплив яких на перебіг процесів визначальний. У роботі 
[15] прийнята експериментальна процедура визначення 
параметрів машини, однак це надто дорого і неможливо 
здійснити на етапі проектування. 

Для формування необхідних механічних характе-
ристик АД з фазним ротором використовуються про-
грамовані мікроконтролерні пускові системи [3, 23, 24], 
програмування яких потребує відповідних попередніх 
досліджень методами математичного моделювання. 
Прогрес у пристроях перемикання елементів пуско-
вих елементів, електронній обробці та мікропроцесо-
рному керуванні потребує надійних алгоритмів керу-
вання, заснованих на відповідному програмному за-
безпеченні контролерів. 

Достовірну інформацію про перебіг процесів під 
час пуску можна отримати лише за допомогою високо-
розвинених математичних моделей АД, в яких адеква-
тно враховуються насичення магнітопроводу. Оскільки 
методи, які мають в своїй основі розрахунок магнітно-
го поля [20] внаслідок громіздкості непридатні для ке-
рування процесом пуску АД в реальному часі, то опти-
мальними щодо точності і складності є колові методи 
[18, 21, 23], в яких електромагнітні параметри розрахо-
вуються на основі характеристик намагнічування маг-
нітопроводу двигуна [25]. Розроблені на їх основі про-
грами не потребують значних обчислювальних ресур-
сів, дають змогу виконувати розрахунки в реальному 
перебігу часу і використовувати їх для автоматизації 
[24] як пускових, так і інших динамічних режимів. 

Метою статті є розроблення математичних мо-
делей, методів розрахунку статичних характеристик і 
динамічних режимів асинхронних двигунів з фазним 
ротором і різними параметрами пускового пристрою в 
контурі ротора. 

Виклад основного матеріалу. Під час розроб-
лення математичних моделей електроприводів важли-
вим питанням є їх складність і швидкодія, яка є ви-
значальною у разі їх використання для керування пе-
ребігом процесу в реальному часі. Отже важливим є 
питання вибору системи координат для опису елект-
ромагнітних зв’язків в АД, від якої залежить як обсяг 
обчислень, так і точність результатів розрахунку. 

Більшість практично важливих задач математично-
го моделювання процесів в АД можна розв’язати з вико-
ристанням перетворених систем координат, які заснова-
ні на теорії зображувальних векторів [1, 18]. У викладе-
них в статті алгоритмах розрахунку використовується 
система ортогональних осей x, y [25], які обертаються з 
довільною швидкістю. Для симетричних режимів робо-
ти АД вона має найменший обсяг обчислень і достатньо 
високу точність результатів розрахунку.  

Електромагнітні процеси в АД з фазним ротором 
в осях x, y описуються системою чотирьох диференці-
альних рівнянь (ДР) електричної рівноваги  
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де sx, sу, rх, rу, іsх, іsу, іrх, іrу – потокозчеплення та 
струми перетворених контурів статора (індекс s) і ро-
тора (індекс r); rs, rr – активні опори цих контурів; rр – 
опір фази реостата в колі ротора; ω0 – циклічна часто-
та напруги живлення; s – ковзання ротора. 

В рівняннях (1) параметри обмотки ротора при-
ведені до обмотки статора за загальноприйнятою ме-
тодикою [19]. Крім того, надалі вважатимемо зобра-

жувальний вектор напруги U


 обмотки статора сумі-
щеним з віссю x, тобто приймемо usx = Um, а usy = 0. 

Для розрахунку процесу пуску АД необхідно си-
стему ДР (1) доповнити рівнянням динаміки ротора: 
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де p0 – кількість пар полюсів АД; J – приведений до 
валу двигуна момент інерції системи електроприводу; 
Mc – момент навантаження на валу двигуна. 

Система ДР (1) разом з рівнянням (2) дає змогу 
розрахувати перехідний процес під час пуску АД. Для 
цього необхідно проінтегрувати її числовим методом 
за нульових початкових умов, обчислюючи на кож-
ному крокові інтегрування матрицю диференціальних 
індуктивностей як елементів матриці Якобі та вектор 
потокозчеплень [25]. 

Потокозчеплення кожного контуру складається з 
потокозчеплення з основним магнітним потоком і з 
потоками розсіювання, причому потокозчеплення 
розсіювання контурів статора і контурів ротора взає-
мно незалежні. Тому з метою урахування індуктивно-
го опору реактора в колі ротора рівняння для потоко-
зчеплень контурів ротора можна подати у вигляді 

  rxprrxrx iLL   ; 

  ryprryry iLL   , 

де rx, ry – потокозчеплення відповідних контурів 
ротора, зумовлені основним магнітним потоком; Lr – 
індуктивність розсіювання контурів ротора, яка ви-
значається з характеристики намагнічування потока-
ми розсіювання обмотки ротора, розрахованої на ос-
нові геометрії магнітопроводу двигуна [19], 

 rrr i   ;    22
ryrxr iii  ,              (3) 

де Lp – індуктивність реактора в колі ротора, яка визна-
чається за відповідними з проектування формулами. 

Здійснювати вибір параметрів реактора і програ-
мування пуско-регулювального пристрою на основі 
розрахунку перехідного процесу неможливо. Ця зада-
ча потребує розрахунку і аналізу статичних характе-
ристик, які можна розрахувати з використанням рів-
нянь (1) електричної рівноваги. Вибравши на основі 
розрахунку статичних характеристик резистивні та 
індуктивні параметри пускового пристрою та закон їх 
зміни відповідно до часової залежності моменту на-
вантаження Mc = Mc(t), здійснюємо розрахунок часо-
вих залежностей координат шляхом числового інтег-
рування нелінійної системи ДР (1), (2). 

Розглянемо алгоритм розрахунку статичних хара-
ктеристик. В усталеному режимі роботи АД з ковзан-
ням s система ДР електромагнітної рівноваги (1) зво-
диться до системи нелінійних алгебричних рівнянь, які 
з метою викладу алгоритму розрахунку усталеного 
режиму запишемо у вигляді векторного ДР 

   xyxyxyxyxyxy UIRIYQ


 ,                (4) 

де  *,,, ryrxsysxxy 


;  *,,, ryrxsysxxy iiiiI 


; 

 *0,0,0,mxy UU 


 – вектори потокозчеплень, струмів 

контурів і прикладених до них напруг; 
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– матриця активних опорів контурів; 
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– допоміжна матриця, в якій ω0 – циклічна частота 
напруги живлення. 

Оскільки вектор потокозчеплень xy


 визначаєть-

ся сукупністю струмів контурів, невідомим в системі 

скінчених рівнянь (4) є вектор струмів xyI


, з викорис-

танням якого можна визначити потокозчеплення, елек-
тромагнітний момент тощо. Оскільки до рівняння (4) 
входять координати Um, s, rp, Lp, то можна вважати, що 
вектор струмів є функцією цих координат  

 ppxyxyxy LrsUII ,,,


 . 

Рівняння (4) дає змогу дослідити вплив кожної з 

цих координат на значення вектора струмів xyI


, тобто 

розрахувати багатовимірну статичну характеристику 
як залежність компонент вектора струмів від заданої 
координати. Для цього необхідно змінювати цю коор-
динату в заданих межах як параметр, залишаючи не-
змінними інші. Очевидно, що при цьому є проблема 
розв’язування нелінійної систем скінчених рівнянь а 
оскільки внаслідок насичення магнітопроводу систе-
ма (4) нелінійна, то вона може бути розв’язана одним 
із числових методів, зокрема, методом Ньютона.  

Згідно з ітераційним методом Ньютона (k+1)-е 
наближення вектора Y


 визначається за формулою  

     kkk YYY


1 ,                       (5) 

де kY


  – приріст вектора kY


, який на кожному кро-
кові визначається з лінійної системи рівнянь 

    kk YQYJ


 ,                        (6) 

в якій   kYQ


 – значення вектора Q


 нев’язок при 
 kYY


 ; J – матриця Якобі векторної функції (4). 
Зважаючи на те, що потокозчеплення контурів 

АД складаються з потокозчеплень, зумовлених осно-
вним магнітним потоком , і потокозчеплень розсію-
вання  разом з потокозчепленням p реактора 
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матриця Якобі визначається за формулою 
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де 


























rxryrxrxrxsyrysx

ryryryrxrysyrysx

sxrysxrxsxsysxsx

syrysyrxsysysysx

sxsxsxsx

sxsxsxsx

xxxx

xxxx

X ; 

 
 

























pr

pr

s

s

xxs

xxs

x

x

X











000

000

000

000


. 



Електротехніка і Електромеханіка, 2022, № 3 11 

Як видно з (8), елементами матриці Якобі є влас-
ні та взаємні диференціальні індуктивності контурів 
АД, Вони визначаються згідно викладеним в [25] 
Крім того, для обчислення електромагнітного момен-
ту необхідно визначати потокозчеплення контурів у 
відповідності з вибраною системою координат. 

Ітераційний метод Ньютон має квадратичну збі-
жність, однак потребує початкового наближення, яке 
лежить в околі притягання. Для його визначення ви-
користовується такий алгоритм. 

Задаючись значенням ковзання s = 1.0 і параметрів 
rp, Lp рівними нулю, нарощуємо за 5–10 кроків пропор-
ційно параметру  (0 <  ≤0) від нуля до номінального 
значення прикладену напругу U = Um. Це дає змогу на 
кожному крокові забезпечити збіжність ітераційного 
процесу. Отримане в результаті значення компонент 

вектора xyI  слугує початковими умовами для розрахун-

ку статичних характеристик. Задаючись рядом значень 
ковзання s ротора, можна отримати багатовимірну ста-
тичну характеристику у вигляді залежності координат 
від ковзання. Однак розрахунок будь-якої статичної ха-
рактеристики можна здійснити диференціальним мето-
дом. Для цього диференціюємо рівняння (4) по одній із 
координат ( = s, rp, Lp) як параметру необхідної харак-
теристики. В результаті отримаємо ДР аргументу  
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,                               (9) 

в якому матриця Якобі та сама, що і в рівнянні (6).  
Рівняння (9) для різних незалежних координат 

статичної характеристики відрізняється лише векто-
ром правих частин. Зокрема, для координат s, rp, xp 
вони мають вигляд 
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В результаті інтегрування нелінійної системи ДР 
(9) одним із числових методів по s отримаємо багато-
вимірну характеристику у вигляді залежностей сукуп-

ності координат вектора xyI


 від вибраної за незалежну 

координати, використовуючи які отримуємо залежнос-
ті потокозчеплень, електромагнітного моменту тощо. 

На рис. 2 – рис. 4 наведено приклади розрахунку 
статичних характеристик АД з фазним ротором 
(РN = 250 кВт, U = 380 В, I = 263 А, nN = 1000 об/хв). 

 
Рис. 2. Залежності струму (I*) і електромагнітного моменту 

(Me
*) у відносних одиницях від активного опору в колі  

ротора при ковзані s = 1.0 

 
a 

 
b 

Рис. 3. Залежності відносних значень струму (I*) і електро-
магнітного моменту (Me

*) при s = 1.0 від відносного 
значення xp = 2/ xxr   індуктивного опору в колі ротора 

і різними значеннями кратності активного опору реактора: 
a) – 1,0;   b) – 10,0 

 
a 

 
b 

Рис. 4. Статичні пускові характеристики при трьох значеннях 
індуктивного опору в колі ротора і двох відносних 

значеннях активних опорів: a) – 3,9;    b) – 11,7 
 

Наведені криві слугують лише ілюстрацією мо-
жливості розроблених алгоритмів розрахунку. Очеви-
дно, що, вибравши один із параметрів пуско-
регулювального пристрою, необхідно розрахувати 
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механічну характеристику, а кожному значенню акти-
вного опору відповідає своя механічна характеристи-
ка, яка в свою чергу залежить від індуктивності реак-
тора. Оскільки опір котушки індуктивності залежить 
від частоти струму в роторі, яка під час пуску є змін-
ною, то правильно вибрані її параметри позитивно 
впливають на величину пускового струму, автомати-
чно зменшуючи його значення.  

Висновки. 
На відміну від АД з короткозамкненим ротором, 

двигунам з фазним ротором в технічній літературі 
приділяється менше уваги, хоча фазний ротор дає 
змогу отримати більш різноманітні механічні харак-
теристики, що важливо для електроприводів з важки-
ми умовами пуску. 

Розроблені в статті методи розрахунку дають 
змогу методами математичного моделювання здійс-
нювати аналіз статичних пускових характеристик і 
перехідних процесів АД з фазним ротором при різних 
законах регулювання параметрів пускового пристрою 
в обмотці ротора з метою забезпечення необхідного 
закону зміни електромагнітного моменту. 

Програма розрахунку має в своїй основі матема-
тичну модель АД, в якій використовуються реальні 
характеристики намагнічування основним магнітним 
потоком, а також потоками розсіювання обмоток ста-
тора і ротора, що дає змогу адекватно врахувати на-
сичення магнітопроводу, чим забезпечується точність 
результатів розрахунку.  

Викладені методи розрахунку режимів і характе-
ристик в ортогональних координатних осях x, y дають 
змогу здійснювати розрахунок з мінімальним обсягом 
обчислень і відповідно витратами машинного часу, 
що дає змогу використовувати їх для керування сис-
темою електроприводу в динамічних режимах в реа-
льному часі протікання процесу. 

Конфлікт інтересів. Автори статті заявляють 
про відсутність конфлікту інтересів. 
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Mathematical modeling of rheostat-reactor start of 
wound-rotor induction motors. 
Introduction. Wound-rotor induction motors are less common 
compared squirrel-cage induction motors. However, they oc-
cupy a significant share among electric drives with difficult 
starting conditions. Their advantage is obtaining a high starting 
electromagnetic torque at lower values of starting currents. 
Problem. Due to the possibility of including different devices in 
the rotor circuit, it is possible to shape the starting characteris-
tics according to the needs of the technological process. Due to 
a narrower range of applications of electric drives based on 
wound-rotor induction motors, they are less investigated. Selec-
tion of parameters of starting and regulating devices, included 
in the rotor circuit, is carried out by simplified methods, which 
do not satisfy modern requirements to regulated electric drives. 
Goal. The paper aims to develop mathematical models and 
methods for calculating the dynamic modes and static charac-
teristics of the wound-rotor induction motor with a reactor in 
the rotor circuit. Methodology. In the developed algorithms, the 
mathematical model of the motor is presented by the differential 
equations made for electric circuits in a system of orthogonal 
coordinates that allows excluding angular coordinate from 
equations of electric equilibrium. The elements of the Jacobi 
matrix of equilibrium equations of motor circuits are eigenval-

ues, and mutual is the differential inductances of electrical cir-
cuits, which are determined based on the magnetization charac-
teristics of the main magnetic flux and leakage fluxes of the 
rotor and stator circuits. Results. Mathematical models for the 
study of starting modes of wound rotor induction motor allow to 
calculate transients and static characteristics and, on their ba-
sis, to carry out design synthesis of starting reactors, which 
provide the law of change of electromagnetic torque during 
start-up operating conditions. Originality. The mathematical 
basis of the developed algorithms is the method of solving non-
linear systems of equations by Newton method in combination 
with the method of continuation by parameter. The developed 
mathematical models and software made on their basis have 
high speed that allows to carry out high-reliability calculation 
of starting modes taking into account saturation of a magnetic 
circuit of the motor. Practical value. The developed algorithms 
do not require significant computing resources, have high 
speed, and can be used both for the design synthesis of start-
control devices and control of the electric drive in real time and 
to predict its course. References 25, figures 4. 
Key words induction motor, wound rotor, reactor start, 
mathematical model, static characteristics, transients, mag-
netic core saturation. 
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