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ПРОНИКНОВЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
В ЭЛЕКТРОПРОВОДНОЕ ТЕЛО 
 
Дослідження засноване на точному аналітичному розв’язку загальної задачі спряження тривимірного квазістаціонарного 
поля на межі розділу діелектричного і електропровідного середовищ. Встановлено, що неоднорідне електромагнітне поле 
завжди зменшується в глибині швидше, ніж однорідне. Теоретичний висновок підтверджується зіставленням результатів 
аналітичних і чисельних розрахунків. Поняття сильного скін-ефекту поширюється на випадок, коли глибина проникнення 
мала порівняно не тільки з характерними розмірами тіла, але також коли відношення глибини проникнення до відстані від 
поверхні тіла до джерел зовнішнього поля є малим параметром. Для сильного скін-ефекту в його розширеної інтерпретації 
проаналізовано вплив неоднорідності зовнішнього поля на формування електромагнітного поля на межі і на закон змен-
шення поля в провідному півпросторі. Показано, що на межі вирази у вигляді асимптотичних рядів крім локальних значень 
поля зовнішніх джерел містять їх похідні по координаті, перпендикулярної граничної поверхні. Отримані вирази дозволили 
узагальнити наближену імпедансну граничну умову Леонтовича для дифузії неоднорідного поля в провідний півпростір. 
Відмінність законів проникнення для неоднорідного і однорідного полів має місце в членах асимптотичного ряду, пропор-
ційних малому параметру в другому ступені і другій похідній по вертикальній координаті від напруженості зовнішнього 
магнітного поля у граничній поверхні. Бібл. 25, рис. 8. 
Ключові слова: тривимірне електромагнітне поле, формування електромагнітного поля, точний розв’язок задачі, 
скін-ефект. 
 
Исследование основано на точном аналитическом решении общей задачи сопряжения трехмерного квазистационарного 
поля на границе раздела диэлектрической и проводящей сред. Установлено, что неоднородное электромагнитное поле все-
гда убывает по глубине быстрее, чем однородное. Теоретический вывод подтверждается сопоставлением результатов 
аналитических и численных расчетов. Понятие сильного скин-эффекта распространяется на случай, когда глубина про-
никновения мала по сравнению не только с характерными размерами тела, но также когда отношение глубины проникно-
вения к расстоянию от поверхности тела до источников внешнего поля является малым параметром. Для сильного скин-
эффекта в его расширенной интерпретации проанализировано влияние неоднородности внешнего поля на формирование 
электромагнитного поля на границе и на закон убывания поля в проводящем полупространстве. Показано, что на границе 
выражения в виде асимптотических рядов для напряженностей полей помимо локальных значений поля внешних источни-
ков содержат их производные по координате, перпендикулярной граничной поверхности. Полученные выражения позволили 
обобщить приближенное импедансное граничное условие Леонтовича для диффузии неоднородного поля в проводящее по-
лупространство. Отличие законов проникновения для неоднородного и однородного полей имеет место в членах асимпто-
тического ряда, пропорциональных малому параметру во второй степени и второй производной по вертикальной коорди-
нате от напряженности внешнего магнитного поля у граничной поверхности. Библ. 25, рис. 8. 
Ключевые слова: трехмерное электромагнитное поле, формирование электромагнитного поля, точное решение задачи, 
скин-эффект. 
 

Введение. Взаимодействие переменного элек-
тромагнитного поля с электропроводной средой явля-
ется предметом исследования во многих технических 
и электрофизических приложениях. В качестве при-
меров можно назвать оборудование для индукцион-
ной термической обработки металлов [1-3], установки 
для обработки металлических материалов под дейст-
вием электромагнитного поля и токов высокой интен-
сивности [4-6], устройства для магнитно-импульсной 
обработки металлов [7-9]. В электропроводных эле-
ментах этих устройств имеет место сильный скин-
эффект, при котором ток и электромагнитное поле 
концентрируются в тонком поверхностном слое. Осо-
бенности проникновения электромагнитного поля в 
электропроводное тело, включая его затухание с глу-
биной, зависит не только от электропроводности, от-
носительной магнитной проницаемости среды и час-
тоты поля, но также от геометрических особенностей 
граничных поверхностей и характера распределения 
поля у поверхности. Кроме того, в упомянутых уст-
ройствах длина волны электромагнитного поля обыч-
но намного больше любых характерных размеров сис-
темы и поэтому процессы можно считать квазиста-
ционарными, в которых волновыми явлениями можно 
пренебречь.  

Эти два обстоятельства определяют основные 
ограничения – рассматривается формирование квази-
стационарного электромагнитного поля в системах с 
сильным скин-эффектом. При указанных ограничени-
ях, как отмечается в [10], использование упрощенных 
подходов к расчету конкретных задач и их использо-
вание при разработке ряда численных методов имеют 
методологическое и практическое значение. Несмотря 
на долгую историю развития, исследование формиро-
вания электромагнитного поля с сильным скин-
эффектом остается актуальной задачей. 

Приближенные методы расчета обычно исполь-
зуются для определения электромагнитного поля при 
сильном скин-эффекте. Для идеально проводящего 
тела глубина проникновения поля равна нулю 0 и 
достаточно использовать математическую модель, в 
которой на поверхности электропроводной среды 
равны нулю касательная компонента напряженности 
электрического поля и нормальная компонента на-
пряженности магнитного поля [11, 12]. Конечная глу-
бина проникновения поля учитывается в приближен-
ных математических моделях с использованием кон-
цепции импедансного граничного условия, сформу-
лированной М. Леонтовичем [13]. Предполагается, 
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что локально электромагнитное поле проникает в ме-
таллическое тело так же, как однородное поле прони-
кает в электропроводное полупространство.  

На основе применения метода возмущений поя-
вилась возможность рассчитать поля внутри и снару-
жи проводников с искривленной поверхностью [14]. 
Решение задачи во втором приближении с использо-
ванием интегральных уравнений для криволинейных 
поверхностей было получено в [15]. Разложение в ряд 
по малому параметру, пропорциональному глубине 
проникновения поля, включает условие Леонтовича 
как приближение первого порядка. Глубина проник-
новения поля для таких проводников зависит от 
средней кривизны поверхности [16]. Для изогнутых 
проводников поправки первого и второго порядков к 
распределению поля, соответствующих диффузии 
однородного поля в проводящее полупространство, 
найдены в [17]. 

Понятие поверхностного импеданса позволяет 
использовать его при моделировании задач электро-
динамики с учетом геометрических и физических 
свойств реальных граничных поверхностей. Подроб-
ные результаты исследований в этом направлении 
приведены в ряде обзоров. Например, в [18] система-
тизирован опыт многолетних исследований по при-
менению импедансного подхода в математическом 
моделировании. В статье приводятся типы структур, 
для которых известны методы теоретического опре-
деления значений поверхностных импедансов. Обоб-
щенные граничные условия для аналитического опре-
деления характеристик электромагнитного поля на 
границе раздела сред с двумерными неоднородностя-
ми проанализированы в [19]. Подробный анализ ис-
следований скин-эффекта в задачах электродинамики 
представлен в книге [10], где, среди прочего, рассмат-
ривается систематический метод построения гранич-
ных условий любого порядка, основанный на теории 
возмущений, сформулированы общие подходы к при-
менению численных методов, таких как метод гра-
ничных интегральных уравнений, метод конечных 
элементов, метод конечных разностей, приведены 
конкретные примеры расчетов. 

В большинстве цитируемых работ математиче-
ские модели диффузии неоднородного электромаг-
нитного поля ограничивались малым значением глу-
бины проникновения или незначительной неоднород-
ностью поля на поверхности тела. Ограничения, при 
которых для диффузии неоднородного поля справед-
ливо импедансное граничное условие, получены в 
[17] для частного случая поля, возбуждаемого тонким 
прямолинейным проводником с током, ориентиро-
ванным параллельно границе раздела сред. Точное 
решение позволило обосновать ограничения, при ко-
торых выполняется импедансное граничное условие 
для рассматриваемого неоднородного поля. 

В [20] нами получено полное аналитическое ре-
шение задачи о проникновении трехмерного квази-
стационарного электромагнитного поля, создаваемого 
внешними источниками в виде токовых контуров 
произвольной конфигурации, расположенных вблизи 
проводящего полупространства. В решении отсутст-
вуют ограничения на неоднородность поля. В [21] для 

той же математической модели аналитическое реше-
ние найдено также и в диэлектрическом полупро-
странстве. Точное решение позволило получить ряд 
общих обоснованных результатов формирования 
электромагнитного поля. В частности, основным 
свойством является то, что в проводящем полупро-
странстве плотность тока и напряженность электри-
ческого поля не содержат составляющих, перпенди-
кулярных граничной поверхности для любой системы 
исходных токов и произвольной зависимости токов от 
времени. Кроме того, в кратком сообщении как общее 
свойство отмечено, что неоднородное электромагнит-
ное поле затухает в электропроводной среде быстрее, 
чем однородное поле [22]. Представлены также ана-
литические выражения для напряженностей полей на 
границе раздела сред, следствием которых является 
обобщение приближенного импедансного граничного 
условия Леонтовича на случай проникновения в элек-
тропроводную среду неоднородного электромагнит-
ного поля [23]. Цитируемые работы содержат отдель-
ные части проблемы проникновения неоднородного 
поля в проводящую среду и недостаточно отражают 
решение задачи для произвольного трехмерного ква-
зистационарного электромагнитного поля и любых 
свойств сред. 

Целью настоящей работы является обобщение 
результатов исследования проникновения трехмерно-
го неоднородного электромагнитного поля в электро-
проводное полупространство, которое основано на 
точном аналитическом решении квазистационарной 
задачи для внешнего поля, создаваемого источниками 
в виде произвольной системы контуров с переменны-
ми токами без ограничений на свойства сред и часто-
ту поля. Для достижения цели рассматриваются сле-
дующие конкретные задачи: обоснование следствия о 
том, что неоднородное электромагнитное поле при 
проникновении в электропроводное полупространст-
во затухает с глубиной всегда быстрее, чем однород-
ное поле; исследование распределения неоднородного 
электромагнитного поля на границе раздела диэлек-
трической и электропроводной сред; оценка влияния 
неоднородности поля на его распределение в поверх-
ностном слое в случае сильного скин-эффекта. 

Математическая модель и аналитическое ре-
шение трехмерной задачи. Настоящая работа отли-
чается от большинства предыдущих исследований 
тем, что она основана на полном аналитическом ре-
шении трехмерной задачи электромагнитного поля в 
достаточно общей постановке [20, 21], и это позволя-
ет получить ряд обоснованных общих следствий. За-
метим, что численные методы, которые также позво-
ляют не ограничивать глубину проникновения поля, 
предполагают конкретную формулировку задач, и 
обоснованные выводы обычно не выходят за пределы 
выполненных конкретных расчетов. 

Математическая модель для одиночного конту-
ра с током. Аналитическое решение получено для 
линейной задачи сопряжения трехмерного квазиста-
ционарного поля на плоской границе раздела диэлек-
трической и электропроводной сред. Решение удовле-
творяет уравнениям Максвелла и граничным услови-
ям, которые включают равенство нормальных компо-
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нент плотности тока проводимости в электропровод-
ной среде и плотности тока смещения в диэлектриче-
ской среде. Оно основано на известном аналитиче-
ском решении задачи для излучающего токового ди-
поля вблизи границы раздела сред. Замкнутый контур 
l, расположенный в непроводящей немагнитной среде 
с относительной диэлектрической проницаемостью e, 
без потери общности представляется последователь-
ной системой диполей с неизменной вдоль контура 

величиной исходного тока 0I . Электропроводное те-

ло моделируется полупространством с удельной элек-
тропроводностью  и относительной магнитной про-
ницаемостью , в котором индуцируются вихревые 
токи. 

Элемент внешнего токового контура показан на 
рис. 1 в виде отрезка кривой в верхнем полупростран-
стве z > 0. Положение точки истока поля на контуре 
M относительно точки наблюдения Q определяется 
вектором r. Ось z ориентирована перпендикулярно 
границе раздела сред в направлении единичного век-
тора ez. Для произвольного пространственного конту-
ра единичный касательный вектор к контуру t = t|| + t 
в общем случае имеет ненулевые проекции на верти-
кальное направление t = (tez)ez и на поверхность раз-
дела сред t|| = t – (tez)ez. 

 
Рис. 1. Элемент произвольного пространственного контура l 

с током 0I , расположенного вблизи электропроводного 

полупространства 
 

Для рассматриваемой системы в электропровод-
ной и диэлектрической средах найдены все характе-
ристики электромагнитного поля в виде выражений 
для комплексных амплитуд векторного и скалярного 
потенциалов, напряженностей электрического и маг-
нитного полей. (Комплексные амплитуды мы будем 
помечать точкой над соответствующими величина-
ми). Так как рассматривается линейная задача, то она 
легко распространяется на общий случай произволь-
ного внешнего поля, создаваемого соответствующей 
системой токовых контуров и на произвольную зави-
симость токов от времени I0(t) с использованием пре-
образования Фурье. 

Электромагнитное поле в проводящем полупро-
странстве. Выражение для напряженности электри-
ческого поля в проводящем полупространстве в точке 
Q(,,z) является следующим [20]: 
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где  – циклическая частота, i – мнимая единица, 0 – 
магнитная постоянная. Здесь используются локальные 
цилиндрические координаты (,,z) с единичными 
базисными векторами (e, e, ez) (рис. 2). Центр систе-
мы координат расположен в точке M0 пересечения 
вертикальной оси с границей раздела. Угол  опреде-
ляется относительно оси, направленной вдоль еди-
ничного вектора e|| = t||/|t|||. Значения локальных коор-
динат зависят от положения точки истока M при ин-
тегрировании по контуру. 

Функциями T1(,,z) и T2(,,z) в (1) являются 
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где 22 pq   , 0ip   – постоянная рас-

пространения, w() =  + q/, J0() и J1() – функции 
Бесселя первого рода нулевого и первого порядков. 
Так как рассматривается затухание поля по глубине, 
то в подынтегральных выражениях (2) отдельным 
множителем выделены функции, зависящие от 
координаты z. 

 
Рис. 2. Геометрические параметры для определения значе-
ний напряженностей электромагнитного поля в точке 
Q(,,z) в электропроводном полупространстве z < 0. 

 
Выражение для напряженности магнитного поля 

iH  в электропроводном полупространстве следует из 

уравнения Максвелла HE 
0i  

    



























l

zzzi dl
z

T

z

TTI 21
||

1
||

00 sin
4 





eeteeetH


 .(3) 

Как следует из (1), проекция напряженности 
электрического поля на направление, перпендикуляр-
ное плоской границе раздела сред, всегда равна нулю 

0 zi eE . С другой стороны, в этой среде все ком-

поненты напряженности магнитного поля в общем 
случае могут иметь ненулевые значения. 

Для исследования других общих особенностей 
формирования электромагнитного поля, связанных с 
проникновением неоднородного поля в проводящее 
полупространство, целесообразно ввести безразмерные 
параметры, значения которых обусловлены видом вы-
ражений (2). В этом случае используем безразмерную 

переменную интегрирования  0  и учтем, 
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что 
δ

z
ipz 2 , где     02Re1  p  – глу-

бина проникновения однородного поля в электропро-
водное полупространство [24]. В результате функции 
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здесь параметр Sr2   пропорционален отно-

шению глубины проникновения  к расстоянию rS от 
источника поля в точке M на контуре до поверхности 
тела в точке Q0 (рис. 2). Знаменатель w1() в подынте-
гральных выражениях (4) записывается как 
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ii
w


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Выражения (1) и (3) описывают проникновение 
электромагнитного поля произвольного контура с 
током в проводящее полупространство и в общем 
случае они отличаются от приближенного описания 
проникновения однородного поля. Обычно в прибли-
женных моделях исходной величиной выступает тан-
генциальная составляющая напряженности магнитно-

го поля на границе H , локальное значение которой 

для тела произвольной формы находится из решения 
внешней задачи в предположении идеального скин-
эффекта 0 [11]. За величину однородного поля 

принимается локальное значение H  на поверхности 

тела. Его проникновение в электропроводное полу-
пространство описывается известным распределением 

напряженностей электрического iE  и магнитного iH  

полей: pz
i

pz
i ee 




  HHEE  ,  [24]. Векторы поля 

связаны приближенным импедансным граничным 

условием Леонтовича    HeE   z , где поверхно-

стный импеданс  0i  в данном случае свя-

зывает значения векторов поля  HE  ,  не только на 

поверхности раздела диэлектрической и электропро-
водной сред, но и во всем электропроводном полу-

пространстве ii HE  , . В общем случае проникнове-

ния неоднородного электромагнитного поля выраже-
ния (1) и (3) показывают отличие как от значений на-

пряженностей электрического E  и магнитного H  

полей на граничной поверхности при идеальном скин-
эффекте, так и закона их затухания в зависимости от 
координаты z. 

Электромагнитное поле в диэлектрическом по-
лупространстве. Выражения для напряженностей 

электрического eE  и магнитного eH  полей в диэлек-

трическом полупространстве, где расположен контур с 
током, определяются единственной функцией Ge [21] 
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где, используя безразмерные величины, функция Ge 
определяется следующим несобственным интегралом 
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Геометрические параметры, которые входят в вы-
ражения (7) – (9), показаны на рис. 3. Элементы tdl ис-
ходного контура и t1dl контура, зеркального отраженно-
го от границы раздела сред, расположены в точках M и 
M1 соответственно. Проекции касательных векторов на 
вертикальную ось равны по модулю и противополож-
ны по направлению (t1z = – tz), а проекции t|| и t1|| на пло-
скую границу раздела сред равны по длине и направле-
нию t1|| = t||, т.е. t = t|| + tz, t1 = t1|| + t1z = t|| – tz. Векторы 

  ρer  zM zz  и     ρeρer  zMzM zzzz 11  

(вектор  – проекция вектора r или вектора r1 на гра-
ничную поверхность) определяют положения точек M 
и M1 относительно точки наблюдения Q. Угол 1 по-
казывает ориентацию вектора r1 относительно верти-

кальной оси. Параметр  11 2r   связан с рас-

стоянием r1 между точками M1 и Q. 
Первое и второе слагаемые в (7) и (8) описывают 

решение задачи для идеального скин-эффекта при 
0 [20]. Когда глубина проникновения отлична от 
нуля, влияние электрофизических свойств среды учи-
тывается третьим слагаемым. 

 
Рис. 3. Положение элемента контура tdl и его зеркального 

отражения t1dl относительно точки наблюдения Q 
 

Электромагнитное поле (7), (8) в произвольной 
точке диэлектрического полупространства создается 
всеми источниками, включая ток исходного контура, 
вихревые токи в электропроводной среде, источники 
намагничивания среды и электрические заряды на 
поверхности раздела сред. Можно говорить, что это 
суммарное поле затухает от значения на поверхности 
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раздела сред при его диффузии в электропроводное 
тело. Наличие третьего слагаемого в (7) и (8) опреде-
ляет отличие касательных компонент напряженностей 

полей на поверхности от их значений  HE  , , кото-

рые соответствуют полю в приближенной модели 
идеального скин-эффекта. 

Общая особенность затухания неоднородного 
электромагнитного поля в проводящем полупро-
странстве. Наличие точного решения общей задачи 
позволяет вначале провести анализ особенностей 
проникновения неоднородного поля в электропровод-
ное полупространство без ограничений на значения 
электрофизических параметров и частоту поля.  

Как следует из (2) и (4), распределение любой 
компоненты напряженностей электрического и маг-
нитного полей в поверхностном слое электропровод-
ного полупространства в зависимости от координаты 
z  связано с наличием в подынтегральных выражени-
ях экспоненциальной функции K(z/,) (5). Множи-

тель   21 i  в показателе экспоненты опре-

деляет закон затухания поля. Если влияние второго 

слагаемого   2i  отсутствует, то затухание со-

ответствует закону затухания однородного поля. Од-

нако поскольку    11Re
2









 i , то затухание 

неоднородного электромагнитного поля, созданного 
контуром с током, происходит всегда быстрее, чем 
однородного поля. С учетом принципа суперпозиции 
этот вывод будет справедливым для любой системы 
исходных замкнутых контуров и поэтому справедлив 
в общем случае произвольного внешнего поля. 

Таким образом, более быстрое затухание неод-
нородного электромагнитного поля по сравнению с 
однородным полем является общей особенностью 
формирования электромагнитного поля при его диф-
фузии в проводящее полупространство. Качественное 
пояснение найденной особенности может основы-
ваться на анализе формирования неоднородного поля 
при действии «стандартных» внешних источников и 
является предметом дополнительного исследования. 

Рассмотрим влияние параметра  на закон зату-
хания поля, т.е. влияние расстояния между источни-
ками внешнего поля и поверхностью тела по сравне-
нию с глубиной проникновения (при  = 1). Параметр 
 характеризует и неоднородность поля поскольку, 
чем ближе к поверхности расположен контур с током, 
тем более неоднородным является поле у его поверх-
ности. Количественно это отражается во влиянии ве-
личины  на зависимости в (4) функций f1(z/,,) и 
f2(z/,,) от координаты z. 

Пусть, например, источники внешнего поля уда-
лены на значительное расстояние от поверхности элек-
тропроводного тела и соответственно для всех точек 
контура <<1. В этом случае в выражениях (4) из-за 
наличия экспоненциальной функции exp(–cos/) уже 
при cos >  величина подынтегральных выражений 
оказывается незначительной. То есть величина несоб-
ственных интегралов (4) при малых  определяется в 

основном поведением подынтегральной функции 
вблизи нижнего предела интегрирования  = 0. Это 
означает, что при интегрировании в (4) влияние мно-

жителя   21 i  будет слабо отличаться от 

случая, когда этот множитель равен единице. Следо-
вательно, если <<1, то затухание поля от его локаль-
ного значения на поверхности в точке Q0 будет близ-
ким к затуханию однородного поля.  

Если параметр  не является малым, отличие 

множителя   21 i  от единицы проявляется 

значительно сильнее. В этом случае элементы конту-
ра как источника внешнего поля расположены ближе 
к поверхности раздела сред и затухание поля будет 
происходить по другому закону с более сильным 
затуханием. 

Проиллюстрируем сделанный общий вывод на 
конкретном примере затухания трехмерного поля в 
случае, когда глубина проникновения   02  

сравнима с размерами контура. Дополнительным ар-
гументом справедливости вывода может служить 
также сравнение результатов расчета затухания неод-
нородного электромагнитного поля, выполненных по 
полученным аналитическим выражениям и с исполь-
зованием численного метода в пакете Comsol [22]. 

Расчет выполнен для кругового контура, располо-
женного в плоскости, перпендикулярной к плоской по-
верхности раздела сред, как показано на рис. 4. Радиус 
контура R=0,05 м, минимальное расстояние от контура 
до поверхности раздела сред h0=0,02 м, электрофизиче-
ские свойства среды следующие:  = 1,  = 105 1/(Омм). 
В отличие от аналитического метода в численном 
расчете контур с током выбирался в виде проводника 
квадратной формы сечения 2r2r при r = 0,004 м. В 
численном расчете задача решалась в ограниченной 
области, размеры которой значительно превышают 
радиус контура R. Разные значения глубины проник-
новения поля и соответственно значения отношения 

/R или   02max hm    получены выбором 

частоты поля. 

 
Рис. 4. Электромагнитная система с круговым токовым 

контуром, расположенным в плоскости, перпендикулярной 
к поверхности раздела сред 

 
Результаты расчета напряженностей электриче-

ского и магнитного полей показаны на рис. 5,a-c. 
В верхней группе рисунков стрелками показано 

распределение вектора плотности индуцированного 
тока ji = Ei в вертикальной плоскости, которая про-
ходит через центр контура с током. Расчеты выполне-
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ны численным методом, и они подтверждают теоре-
тический вывод о нулевом значении вертикальных 
компонент напряженности электрического поля и 
плотности тока. Кривые на рисунках ниже показыва-
ют изменение по глубине амплитуды напряженности 
электрического поля, нормированной на значение 

поля у поверхности  0*  zEEE xxx
 . Значение 

координаты z в электропроводной среде нормировано 
на величину глубины проникновения поля . Пунк-
тирные линии показывают затухание однородного 
поля. Сплошные линии соответствуют аналитическо-

му расчету, отдельные точки, отмеченные квадрати-
ками, соответствуют результатам численного расчета. 
Нижний ряд рисунков показывает аналогичные зави-
симости для разных компонент напряженности маг-
нитного поля, также нормированных на амплитудные 
значения соответствующих компонент поля у поверх-
ности электропроводной среды  0*  zHHH ikikk

 , 

где k = x, y, z. Отметим, что в отличие от электриче-
ского поля вертикальная компонента напряженности 
магнитного поля в электропроводном полупространст-
ве в данном случае трехмерного поля не равна нулю. 

 

 
Рис. 5. Распределение по глубине нормированных амплитуд составляющих напряженностей электрического *

xE  и магнит-

ного *
xH , *

yH , *
zH  полей в электропроводном полупространстве для неоднородного трехмерного поля, созданного кон-

кретной системой в виде кругового контура с током вблизи плоской границы раздела сред 
 

Видно, что с уменьшением глубины проникно-
вения  по сравнению с радиусом контура R или с 
расстоянием h0 затухание как электрического, так и 
магнитного поля приближаются к максимально мед-
ленному затуханию однородного поля. Непосредст-
венно под контуром при x = 0, y = 0, где участок кон-
тура расположен наиболее близко к поверхности, за-
тухание проявляется сильнее, чем при x = R. Это объ-
ясняется тем, что при x = R участки контура находятся 
на большем расстоянии от поверхности, и поэтому 
неравномерность распределения внешнего поля у по-
верхности меньше, чем в случае, когда x = 0. 

Пунктирная кривая на рис. 5,b для магнитного по-
ля имеет условный смысл, поскольку в приближенной 
модели диффузии однородного поля нормальная к по-
верхности компонента напряженности магнитного по-
ля равна нулю. Однако при диффузии трехмерного 
неоднородного поля эта компонента отлична от нуля. 

Для рассчитываемой системы в плоскости x = 0 

компонента поля xH  равна нулю и поэтому на рис. 5,c 

соответствующая кривая отсутствует. 
Проникновение неоднородного электромаг-

нитного поля в случае сильного скин-эффекта. Об-
щая особенность более быстрого затухания неодно-
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родного поля по сравнению с однородным является 
основанием для анализа затухания поля, когда введен-
ный параметр является малой величиной <1, не обяза-
тельно стремящейся к нулю. Этот параметр зависит от 
положения точки истока M на контуре. В данном раз-
деле рассматриваются произвольные электромагнит-
ные системы, для которых максимальное значение 
m = max() из всех  является малым параметром. 

Сравнение затухания неоднородного и однород-
ного полей. Для подтверждения приближения закона 
затухания неоднородного поля к закону затухания 
однородного проведем сравнение функций f1(z/,,) и 

f2(z/,,) с учетом множителя   21 i  в показа-

теле экспоненты и теми же функциями f10(z/,,) и 
f20(z/,,), но при условии, что множитель принят 
равным единице, что соответствует затуханию одно-
родного поля. Для напряженности электрического 
поля эти функции определяют вклад в величину кон-
турного интеграла участков контура с направлениями 
тока, параллельным и перпендикулярным к поверхно-
сти раздела сред. Для напряженности магнитного по-
ля аналогично могут быть рассмотрены соответст-
вующие функции, которые вытекают из (3). 

Рассмотрим вначале характер изменения функ-
ций f1(0,,) и f2(0,,) в зависимости от положения 
точки Q на поверхности раздела сред (z = 0). На рис. 6 
показаны зависимости модулей этих функций от ве-
личины /h = tg при  = 1 и разных значениях малого 
параметра  < 1. 

 
Рис. 6. Изменение модулей функций |f1(0,,)| и |f2(0,,)| на 
поверхности раздела сред в зависимости от относительного 
расстояния /h = tg для малых значений параметра  < 1 и 

 = 1 
 

Видно, что участки с различным направлением 
тока по-разному участвуют в создании тангенциаль-
ной компоненты напряженности электрического поля 
на поверхности тела. Горизонтальная компонента то-
ка дает наибольший вклад непосредственно под эле-
ментом тока в направлении, совпадающем с направ-
лением тока. Наибольший вклад от вертикальной 
компоненты тока реализуется на определенном рас-
стоянии от точки M0 в радиальном направлении при 
расстоянии , примерно равном высоте расположения 
элемента контура. 

Кривые на рис. 7,а показывают изменение по 
глубине модулей функций, соответствующих влия-
нию направления тока на участках контура, парал-
лельных границе раздела сред при  = 1: сплошные 

линии соответствуют функции |f1(z/,,|, пунктирные 
линии соответствуют функции |f10(z/,,|. Результаты 
приведены для случая  = 0, где, как видно из рис. 6,a, 
функция |f1(0,,| на поверхности принимает наи-
большее значение. Кривые для разных значений мало-
го параметра  получены выбором соответствующих 
значений высоты h над поверхностью, на которой рас-
положен элемент контура. Сравнение подтверждает 
утверждение о незначительном влиянии функциональ-
ной зависимости от переменной интегрирования мно-
жителя в аргументе экспоненциальной функции. Коли-
чественные значения отклонения, которые возникают 

при замене множителя   21 i  единицей, пока-

заны на рис. 7,b в виде относительной величины от-
клонения 1 = ||f1| – |f10||/|f1|. 

 
Рис. 7. Сравнение затухания неоднородного и однородного 
полей для функций f1 и f10, соответствующих направлению 

тока, параллельного границе раздела сред, при малой 
величине параметра  < 1 и  = 1 

 

Аналогичные результаты справедливы и для сла-
гаемого подынтегральной функции в контурном инте-
грале (1), связанного с вертикальной компонентой 
направления тока. Сравнительные значения функций 
f2(z/,,), f20(z/,,) и величина их относительного 
отклонения 2 = ||f2| - |f20||/|f2| представлены на рис. 8. 
В данном случае точка наблюдения выбрана вблизи 
максимального значения |f2(0,,)| на поверхности 
раздела сред при  = h, ( = /4). 

 
Рис. 8. Сравнение затухания неоднородного и однородного 
полей для функций f2 и f20, соответствующих направлению 
тока, перпендикулярного границе раздела сред, при малой 

величине параметра  < 1 и  = 1 
 

Из представленных расчетов видно, что с 
уменьшением величины малого параметра  ошибка 
от замены множителя в экспоненте единицей быстро 
падает, примерно обратно пропорционально 2.     



 

50 ISSN 2074-272X. Електротехніка і Електромеханіка, 2021, № 2 

Аналогичные результаты оказываются справедливы-
ми и для напряженности магнитного поля. 

Отсюда можно сделать следующий вывод. При 
сильном скин-эффекте, когда максимальное значение 
введенного параметра m является малой величиной, 
напряженности электрического и магнитного полей 
затухают от локального значения на поверхности при-
ближенно по закону проникновения однородного поля. 
Так как закон затухания электромагнитного поля зави-
сит от величины параметра m, то понятие сильного 
скин-эффекта можно расширить с точки зрения воз-
можности использовать при этом закон затухания од-
нородного поля. Сильным можно считать скин-эффект, 
при котором глубина проникновения поля является 
малой величиной по сравнению с характерными разме-
рами не только электропроводного тела, но и всей элек-
тромагнитной системы, включая расстояния от источ-
ников внешнего поля до граничной поверхности тела. 

С учетом граничных условий 
(   ieieiez HHHHEE  ,,:0 |||||||| ) и выражений 

для напряженностей полей в диэлектрическом полу-
пространстве (7) – (9) приближенные выражения в 
электропроводном полупространстве принимают сле-
дующий вид: 

   

  ,
4

00

01
00

||

 



l
zez

pz

e
pz

i
pz

i

dlG
I

ie

zeze

te

EEE









          (10) 

      ,000 ||   zzeze ee
pz

i
pz

i HHHH  (11) 

где компоненты напряженности магнитного поля на 
поверхности диэлектрика есть 

     

 

  .
4

0

,
4

000

0
2

2

||
0

0
2

2

||
0

21||






































































l z

z
ee

e

l z

ee
z

e

dl
z

G

z

GI
z

dl
z

G

z

GI

zzz

etH

tet

HHH ee












(12) 

Выражения (10) – (12), представленные в виде 
двух сомножителей, являются приближенными толь-
ко в отношение зависимости от координаты z. На по-
верхности при z = 0 они учитывают неоднородный 
характер электромагнитного поля и дают значения 
напряженностей полей без ограничений на величину 
параметра  = 1. 

Введенное расширенное понятие сильного скин-
эффекта предполагает ответы на следующие два во-
проса. Во-первых, как на границе раздела сред отли-
чаются значения напряженностей неоднородного по-

ля  0ziE  и  0ziH  в (10) – (12) от значений ка-

сательных составляющих E  и H  для модели иде-

ального скин-эффекта. Во-вторых, какова ошибка 
замены закона затухания неоднородного поля зако-
ном затухания однородного в зависимости от величи-
ны малого параметра. 

Неоднородное электромагнитное поле на грани-
це раздела сред. При малых значениях 1 в произ-

вольной точке диэлектрического полупространства 
выражения (10) – (12) можно упростить, используя 
разложение функции Ge в асимптотический ряд по 
малому параметру. В произвольной точке диэлектри-
ческого полупространства, в том числе и на границе 
раздела сред, асимптотический ряд, ограниченный 
определенным количеством членов N, имеет следую-
щий вид [25]: 
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где an() – коэффициенты разложения в ряд Тейлора 

функции   

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n

n
n iaw  . 

Применение асимптотического разложения (13) 
для напряженностей полей (1), (3) или (7), (8) на по-
верхности позволяет найти приближенные значения 
поля на границе и установить ряд общих особенно-
стей его формирования. Вывод соответствующих со-
отношений приведен в [23]. 

Во-первых, в найденных аналитических выраже-
ниях электромагнитное поле на поверхности опреде-
ляется только известным распределением поля внеш-
них источников у границы 
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здесь учтено, что pir  11 ; принято, что a-1 = –1; 

0H  – напряженность магнитного поля внешних ис-

точников в диэлектрической среде на поверхности 
раздела сред. Если внешнее поле создается единст-
венным контуром с током, то 
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Из (14) – (16) видно, что электромагнитное поле 
определяется не только его локальным значением на 
поверхности, которое соответствует n = 0. Оно зави-
сит также от производных поля по координате, то 
есть от неоднородности внешнего поля у границы 
раздела сред. В этом отношении электромагнитное 

поле на границе отличается от значений E  и H  в 

модели идеального скин-эффекта. Отличие связано с 
полем вихревых токов в электропроводной среде, за-
кон распределения которых зависит от степени уда-
ленности источников внешнего поля по сравнению с 
глубиной проникновения поля. Нормальная к границе 
компонента напряженности магнитного поля, которая 
отсутствует в приближенной модели, определяется 
только производными по координате z от той же ком-
поненты внешнего поля. 
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Во-вторых, найденные выражения (14) – (16) по-
зволяют обобщить импедансное граничное условие 
Леонтовича на случай проникновения в электропро-
водную среду неоднородного электромагнитного по-
ля. Импедансное граничное условие, которое связы-
вает касательные к поверхности компоненты напря-
женностей электрического и магнитного полей, для 
отдельных членов асимптотического ряда принимает 
следующий вид:  

    nznnn aa ||||1 HeE    .              (18) 

Из (18) следует, что приближенное импедансное 
граничное условие Леонтовича справедливо только для 
первых двух членов разложения в асимптотический 
ряд. Нарушение имеет место, начиная с n = 2 (2), для 

которого (18) дает    2||
2

2|| 211 HeE   z . Выпол-

нение предположения в приближенной модели о равен-
стве нулю нормальной к поверхности компоненты на-
пряженности магнитного поля является более жестким. 
Оно выполняется только для нулевого члена разложе-
ния в асимптотический ряд и нарушается уже при 1. 

Влияние величины малого параметра на закон 
проникновения поля при сильном скин-эффекте. Вы-
полним количественную оценку влияния неоднород-
ности электромагнитного поля на закон его затухания 
в зависимости от величины малого параметра . Ана-
лиз проведем, основываясь на разложении выражений 
в асимптотический ряд, в котором при малом  при-
меняется разложение в ряд Тейлора множителя по-
дынтегральной функции вблизи нулевого значения 
переменной интегрирования . 

В отличие от (9) для асимптотического разложе-
ния несобственных интегралов (4) необходимо ис-
пользовать не только разложение в степенной ряд 

функции  1
1
w , но и разложение экспоненциальной 

функции (5). Учитывая кроме единицы еще один член 

разложения множителя   21 i , приближен-

ное выражение для экспоненциальной функции (5) 
будет следующим: 
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где считается, что отношение z/ не превышает несколь-
ких единиц. 

С учетом (19) функции f1(z/,,) и f2(z/,,) в (4) 
можно приближенно представить в виде (ниже ис-
пользуется обозначение f1,2(z/,,), объединяющее 
две функции) 
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где k1,2(0,,) отличаются от f1,2(0,,) наличием мно-

жителя  2i  в подынтегральных выражениях (4). 

После подстановки   
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ции k1,2(0,,) и f1,2(0,,) можно представить в виде 
разложения в асимптотические ряды, аналогично Ge в 
(15) при z = 0 
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Для получения окончательных выражений дос-
таточно воспользоваться выражениями (14) – (16) 
разложения в асимптотический ряд напряженностей 
электрического и магнитного полей на границе разде-
ла сред. При этом для дополнительного слагаемого, 
содержащего k1,2(0,,), будут справедливы те же вы-
ражения, в которых значения степени функций и про-
изводных изменятся с n на n+2. Кроме того, так как в 
(20) в дополнение к единице учтен только один член 
ряда, то и функции k1,2(0,,) должны содержать толь-
ко один член разложения. С той же точностью по па-
раметру   функции f1,2(0,,) могут содержать не бо-
лее трех членов ряда. В результате, используя пред-
ставление напряженности электрического поля на 
границе раздела сред (14), выражение, в котором учи-
тывается отличие от единицы множителя в экспонен-
циальной функции, примет вид 
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Аналогично, используя значения компонент на-
пряженности магнитного поля на границе (15), (16) и 
разложение экспоненциальной функции (19), запи-
шем также приближенные выражения для затухания 
напряженности неоднородного магнитного поля 

 

 






































 























 













0

2

||0
2

2

2

0

2

||0
2

2

2

0

||0
||0

||

2

2

1
1

2

z

zzpz
i

z

pz

p

zpzp
e

H

HH
H

H





 ,(24) 

   

 














































































0
3

0
3

2

2

0
3

0
3

2

2

0
2

0
2

0

0

2

2

1
1

2

z

zzzpz
i

z

pz

p

zpzpz
e

p



















H

HHH

H






.(25) 

Для компонент электромагнитного поля ii EE  ||  

и ||iH , направленных параллельно границе раздела 

сред, отклонение от закона затухания однородного 
поля имеет место в членах разложения, пропорцио-
нальных второй производной от величины поля у по-
верхности. Отклонение для перпендикулярной к по-
верхности компоненты напряженности магнитного 
поля iH  имеет место для члена разложения, про-

порционального производной третьего порядка. Это 
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связано с тем, что нормальная компонента на поверх-
ности раздела сред определяется выражением (18), в 
котором отсутствует локальное значение поля и кото-
рое уже содержит общий множитель, пропорциональ-
ный величине . 

Как следует из (23) – (25), отклонение закона зату-
хания неоднородного электромагнитного поля в элек-
тропроводной среде от закона затухания однородного 
поля проявляется при учете малого параметра во второй 
степени 2. Этот вывод соответствует результатам рас-
чета, показанным на рис. 7,b и 8,b. Кроме того, из (23) – 
(25) вытекает, что при изменении z  максимальное зна-
чение модуля дополнительного учитываемого слагаемо-
го достигается при максимальном значении функции 

      zzpzpz exp2exp  . Максимум будет иметь 

место при –z = . Такое значение также хорошо согла-
суется с отношением z/ на рис. 7,b и 8,b, где откло-
нение достигает максимальной величины. 

Как видно из (23) – (25), для всех компонент 
электромагнитного поля при сильном скин-эффекте 
отклонение закона затухания неоднородного электро-
магнитного поля от закона затухания однородного 
определяется величиной одного и того же параметра  
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Оценка (26) учитывает только различие между 
законами проникновения поля. Суммарная относи-
тельная ошибка, связанная с использованием модели 
идеального скин-эффекта, будет значительно больше, 
поскольку в этой модели не учитывается также неод-
нородность поля у поверхности раздела сред. 

Выводы.  
Точное аналитическое решение трехмерной зада-

чи квазистационарного электромагнитного поля в сис-
теме «контур с током произвольной конфигурации – 
электропроводное полупространство» позволяет полу-
чить некоторые общие обоснованные следствия по 
формированию поля. Такими следствиями, рассмот-
ренными в статье, являются следующие. 

1. Установлено, что неоднородное электромагнит-
ное поле при проникновении в электропроводное по-
лупространство затухает с глубиной всегда быстрее, 
чем однородное поле. Количественной характеристи-
кой скорости затухания поля можно считать параметр, 
пропорциональный отношению глубины проникнове-
ния однородного поля к расстоянию от внешних ис-
точников до поверхности раздела сред. С уменьшением 
этого параметра скорость затухания поля также 
уменьшается, стремясь к наиболее медленному затуха-
нию однородного электромагнитного поля, когда ко-
личественный параметр стремится к нулю. 

2. С точки зрения приближения закона затухания 
неоднородного поля к закону затухания однородного 
поля понятие сильного скин-эффекта можно расши-
рить. Сильным можно считать скин-эффект, при ко-
тором глубина проникновения поля является малой 
величиной по сравнению с характерными размерами 
не только электропроводного тела, но и всей электро-
магнитной системы, включая расстояния от источни-

ков внешнего поля до граничной поверхности тела. 
При этом введенный количественный параметр явля-
ется малой величиной. 

3. При сильном скин-эффекте в его расширенной 
трактовке неоднородность электромагнитного поля 
влияет как на значения напряженностей поля на по-
верхности раздела сред, так и на закон затухания поля 
в электропроводном теле. Влияние неоднородности 
поля у граничной поверхности проявляется в том, что 
напряженности электрического и магнитного полей 
помимо локальных значений содержат производные 
поля внешних источников по координате, перпенди-
кулярной к поверхности раздела сред. Явные выраже-
ния для напряженностей электрического и магнитно-
го полей в виде разложения в асимптотические ряды 
позволяют обобщить импеданское граничное условие 
Леонтовича на диффузию неоднородного поля в элек-
тропроводное полупространство. Математическая 
модель проникновения в электропроводную среду 
однородного поля для исследования проникновения 
неоднородного электромагнитного поля справедлива 
с точностью до введенного малого параметра в пер-
вой степени. В то же время использование экспонен-
циального убывания однородного поля от его значе-
ния на границе, определенного с учетом его неодно-
родности, справедливо с точностью до малого пара-
метра уже во второй степени. Такое же ограничение 
справедливо и при использовании приближенного 
импедансного граничного условия Леонтовича. 

Дальнейшие развитие теории возможно в направ-
лении более общего описания неоднородного поля ис-
точников у поверхности раздела сред, не ограничива-
ясь внешними источниками в виде контуров с током. 
Формулировка краевых задач с учетом неоднородного 
поля на границе, которое, как показано, можно считать 
известным, имеет как теоретическое, так и практиче-
ское значение и также является предметом дальнейших 
исследований. Особенности распределения неоднород-
ного электромагнитного поля на поверхности и в по-
верхностном слое электропроводного тела предпола-
гают изучение его влияния на энергетические и сило-
вые характеристики, распределение вектора Пойнтин-
га, максвелловского тензора натяжений. 

Конфликт интересов. Автор заявляет об 
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Penetration of non-uniform electromagnetic field 
into conducting body. 
The study is based on the exact analytical solution for the gen-
eral conjugation problem of three-dimensional quasi-stationary 
field at a flat interface between dielectric and conducting media. 
It is determined that non-uniform electromagnetic field always 
decreases in depth faster than uniform field. The theoretical 
conclusion is confirmed by comparing the results of analytical 
and numerical calculations. The concept of strong skin effect is 
extended to the case when penetration depth is small not only 
compare to the characteristic body size, but also when the ratio 
of the penetration depth to the distance from the surface of body 
to the sources of the external field is small parameter. For 
strong skin effect in its extended interpretation, the influence of 
external field non-uniformity to electromagnetic field formation 
both at the interface between dielectric and conducting media 
and to the law of decrease field in conducting half-space is ana-
lyzed. It is shown, at the interface the expressions for the electric 
and magnetic intensities in the form of asymptotic series in addi-
tion to local field values of external sources contain their de-
rivatives with respect to the coordinate perpendicular to the 
interface. The found expressions made it possible to generalize 
the approximate Leontovich impedance boundary condition for 
diffusion of non-uniform field into conducting half-space. The 
difference between the penetration law for the non-uniform field 
and the uniform one takes place in the terms of the asymptotic 
series proportional to the small parameter to the second power 
and to the second derivative with respect to the vertical coordi-
nate from the external magnetic field intensity at the interface. 
References 25, figures 8. 
Key words: three-dimensional electromagnetic field, electro-
magnetic field formation, exact analytical solution, skin effect.  


