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МАГНИТНЫЕ СВОЙСТВА МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ ГЕТЕРОГЕННЫХ СРЕД  
С ДВОЯКОПЕРИОДИЧЕСКОЙ СТРУКТУРОЙ 
 
Викладено метод розрахунку магнітостатичного поля в двоякоперіодичному гетерогенному середовищі. Сформульо-
вано інтегральне рівняння відносно вектора намагніченості елементів середовища. Розрахунок характеристик поля 
виконується шляхом вирішення польової задачі в області основного паралелограма періодів без задання граничних умов 
на його сторонах. Отримано розрахункові вирази для напруженості поля і тензора магнітної проникності. Наведено 
результати обчислювальних експериментів, що підтверджують універсальність і ефективність методу. Проведено 
детальне дослідження поля магнітних сил матриці високоградієнтного магнітного сепаратора. Метод відкриває нові 
можливості підвищення технічних характеристик електрофізичних пристроїв, для яких універсальність і точність 
розрахунку локальних і ефективних характеристик поля є визначальною. Бібл. 16, рис. 11. 
Ключові слова: двоякоперіодичне гетерогенне середовище, інтегральне рівняння, вектор намагніченості, поле напру-
женості, тензор магнітної проникності, високоградієнтна сепарація, матриця, магнітні сили. 
 
Изложен метод расчета магнитостатического поля в двоякопериодической гетерогенной среде. Сформулировано 
интегральное уравнение относительно вектора намагниченности элементов среды. Расчет характеристик поля осу-
ществляется путем решения полевой задачи в области основного параллелограмма периодов без задания граничных 
условий на его сторонах. Получены расчетные выражения для напряженности поля и тензора магнитной проницае-
мости. Приведены результаты вычислительных экспериментов, подтверждающих универсальность и эффектив-
ность метода. Проведено детальное исследование поля магнитных сил матрицы высокоградиентного магнитного 
сепаратора. Метод открывает новые возможности повышения технических характеристик электрофизических 
устройств, для которых универсальность и точность расчета локальных и эффективных характеристик поля явля-
ется определяющей. Библ. 16, рис. 11.  
Ключевые слова: двоякопериодическая гетерогенная среда, интегральное уравнение, вектор намагниченности, поле 
напряженности, тензор магнитной проницаемости, высокоградиентная сепарация, матрица, магнитные силы. 
 

Введение. Гетерогенные среды (ГС) получили 
большое распространение благодаря широкому спек-
тру их практического применения – магнитодиэлек-
трики, полупроводники, смеси, растворы, композит-
ные и армированные материалы, магнитные и элек-
тростатические и фильтры и др. 

Теория ГС берет начало ещё от классических ра-
бот Дж. Максвелла и Дж. Рэлея, в которых рассмот-
рены вопросы определения эффективных параметров 
ГС с каноническими включениями в виде цилиндров 
и сфер (задача гомогенизации). В последующем эти 
исследования были развиты многими авторами: К.М. 
Поливанов, В.М. Финкельберг, А.В. Нетушил, Б.М. 
Фрадкин, В.И. Оделевский, Л.Д. Степин, Б.Я. Балагу-
ров, Ю.П. Емец, В. Буряченко, M. Харадли, В. Джек-
сон, К.З. Марков, С. Немат-Нассер, М. Хори, В.Т. 
Перринс, Д.Р. МакКензи, Р.К. МакФедран, П.Д. Кю-
ив, С. Торкуато и многие др. 

Различные аспекты теории и практики ГС активно 
разрабатывались и в Украине, в частности учеными Ин-
ститута электродинамики НАН Украины. Особое вни-
мание развитию методов анализа электромагнитных 
полей в электропроводящих, диэлектрических, компо-
зитных и гетерогенных системах уделялось в отделе 
электрофизики преобразования энергии. Ю.П. Емцем 
были развиты аналитические методы анализа электриче-
ских полей с применением методов интегральных урав-
нений и комплексных переменных. Рассмотрены дву-
мерные двухкомпонентные системы с регулярной 
структурой распределения неоднородностей. Определе-
ны основные эффективные параметры двухкомпонент-
ных диэлектрических и проводящих сред с включения-
ми канонической формы: проводимость, магнетосопро-
тивление и коэффициент Холла. Результаты исследова-
ний Ю.П. Емца и его учеников в данном направлении 
отображены в монографии [1].  

На основе мультипольного разложения высоких 
порядков классические формулы Дж. Максвелла и 
Дж. Рэлея о сферических и круговых цилиндрах в 
прямоугольной матрице в [2] обобщены и развиты на 
случай эллиптических цилиндров и сфероидальных 
элементов. Там же впервые рассмотрен в достаточно 
общей полевой постановке вопрос о двоякопериоди-
ческой задаче магнитостатики для нелинейной неод-
нородной анизотропной среды с периодическими 
включениями и со сложной геометрией элементов. 

В последние годы сфера применения ГС неук-
лонно расширяется: исследование нанокомпозитных 
материалов [3], ферромагнитных перфорированных 
мембран (магнитных сит) [6] и др. устройств микро-
магнитной сепарации сверхтонких магнитных частиц 
[5]. Более активно при исследовании свойств ГС ис-
пользуются возможности современных информаци-
онных технологий. 

Значительное место в теории и приложениях ГС 
занимают задачи, связанные с применяем магнитного 
поля. В частности, одной из таких задач является син-
тез фильтр-матриц высокоградиентных магнитных 
сепараторов (ВГМС) для извлечения слабомагнитных 
минералов. Потребность в этих устройствах возникла в 
середине прошлого столетия в связи с истощением за-
пасов богатого сырья на фоне развивающейся быстры-
ми темпами технологии бездоменной металлургии и 
роста требований к качеству стали [6, 7]. Были созданы 
различные типы ВГМС (Джонс, Сала-Карусель, Бок-
смаг Рапид, Крупп-Сол-24/14, 6-ЭРМ-35/135, ВГС-
100/2 и др.). Эксплуатация этих сепараторов показала, 
что при высоких массогабаритных параметрах (напри-
мер, сепаратор Джонса ДР 335 производительностью 
180 т/ч имеет диаметр ротора 3,35 м и массу 114 т) и 
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удельных показателях электропотребления они не все-
гда обеспечивают требуемые технологические пара-
метры обогащения. Поэтому разработка новых конст-
рукций ВГМС продолжается, а оптимизация их техни-
ческих параметров остается актуальной задачей. 

Отличительной особенностью ВГМС, во многом 
определяющей их эффективность, является примене-
ние магнитных фильтров матричной структуры, эле-
менты которых имеют сложную геометрию и высо-
кую концентрацию для повышения напряженности 
магнитного поля и ее градиента. Исследование раз-
личных типов матриц является объектом внимания 
многочисленных авторов. Обзор современного со-
стояния данного вопроса с обширной библиографией 
дан в [5]. Интерес к этому вопросу объясняется тем, 
что матрица существенно влияет на производитель-
ность, эффективность разделения и стоимость экс-
плуатации. В идеале она должна при высокой эффек-
тивности извлечения  обеспечивать максимальный 
удельный объем захвата полезного минерала при ми-
нимально возможном сопротивлении пульпы. 

Оптимизация параметров матрицы связана с по-
иском компромисса между большим количеством фак-
торов, влияющих на её эффективность. Магнитная си-
ла, действующая на частицу с объемной магнитной 
восприимчивостью  и объемом V, F=0V|H|grad(|H|). 
В этом выражении последние два множителя связаны 
с магнитной системой сепаратора и его матрицей, а 
остальные – с извлекаемым магнитным материалом. 
Если обоснование удерживающей силы |F|min для кон-
кретных параметров  и V является задачей техноло-
гов, то обеспечение необходимого значения величины 
F*=|H|grad(|H|), при котором |F|  |F|min, является дос-
таточно сложной задачей, требующей специального 
исследования. Очевидно, для извлечения важна вели-
чина F*, а не значения |H| и grad(|H|) в отдельности. 
При этом «вес» каждого из сомножителей далеко не 
очевиден. Увеличение интенсивности поля H связано 
с увеличением мощности и в конечном счете массога-
баритных параметров сепаратора. Поскольку при 
этом градиент магнитного поля существенно не изме-
няется, увеличение напряженности магнитного поля 
«вслепую» не обязательно приводит к улучшению 
эффективности разделения при практическом исполь-
зовании [7]. Что же касается градиента поля, то воз-
можности его увеличения потенциально значительно 
больше, так как он существенно зависит от размеров 
элементов матрицы и их формы. Но и здесь следует 
искать компромиссное решение, поскольку для селек-
тивного разделения необходимо размеры матричного 
элемента согласовывать с распределением частиц по 
размерам. Кроме того, большая неоднородность поля 
матрицы и особенно его градиента значительно ус-
ложняют задачу обеспечения максимальной зоны за-
хвата при исключении возможной блокировки матри-
цы. Этим объясняется большое количество работ по 
исследованию именно геометрических параметров 
элементов матриц. Так, в [8] расчетным путем под-
тверждено ожидаемое уменьшение магнитной силы 
при увеличении числа сторон правильных много-
угольников. В исследованиях многих авторов (см., 
например, [7, 9, 10]) рекомендованы оптимальные 
параметры треугольных зубчатых пластин, хотя за 

счет более однородного силового поля замена тре-
угольных элементов на элементы с меньшей крутиз-
ной поверхности может повысить способность к сбо-
ру мелких частиц. Наоборот, в патенте [11] предло-
жено усиление сил для извлечения мелкой фракции 
путем замены стержней круглого сечения на стержни 
с ромбовидным сечением (при снижении размеров 
зоны захвата). В публикации [12] рекомендованы как 
перспективные стержневые матрицы с эллиптическим 
сечением. В ряде работ (см., например, [13]) обсужда-
ется целесообразность использования комбинации 
стержней с различными диаметрами или различными 
формами поперечного сечения, а также изменение 
порядка их группирования. 

Особенностью перечисленных работ является их 
частный и иногда противоречивый характер, а также 
преимущественная ориентация на простые формы 
элементов матриц. К сожалению, они не дают пред-
ставления о локальном распределении поля магнит-
ных сил в рабочем пространстве матрицы, сформиро-
ванного элементами сложной геометрии и произволь-
ной концентрации, особенно при возникающих при 
этом сложностях с формированием граничных усло-
вий с целью локализации области расчета.  

Большое разнообразие используемых матричных 
элементов (шары, рифленые пластины, стержни, сет-
ки, спирали, проволочная вата и др.) существенно 
усложняют разработку универсальной математиче-
ской модели для расчета силового поля матриц 
ВГМС. Вместе с тем следует выделить наиболее рас-
пространенный тип стержневых матриц, которые ха-
рактеризуются периодичностью по координатам 
плоскости. Как показано в [2, 14], для исследования 
таких сред естественным математическим аппаратом 
является теория двоякопериодических (эллиптиче-
ских) функций, применение которых позволяет эф-
фективно решать двоякопериодические задачи для ГС 
в достаточно общей постановке.  

Целью статьи является разработка универсаль-
ного метода расчета магнитного и силового поля ге-
терогенной среды с двоякопериодической структурой 
без существенных ограничений на число фаз, их гео-
метрию, концентрацию и магнитные свойства. 

Основные определения и свойства двояко-
периодических систем. Первым и обязательным ус-
ловием при исследовании многокомпонентных ГС 
является определение основных периодов 1 и 2, 
являющихся образующими основного параллело-
грамма периодов  (если он существует). Однознач-
ный ответ на этот вопрос не всегда очевиден, по-
скольку, как будет показано ниже, даже двоякоперио-
дичность всех фаз многокомпонентной ГС не гаран-
тирует ее двоякопериодичность в целом.  

Рассмотрим пару комплексных чисел 1 и 2, 
причем Im(=2/1)>0. Точки u и v  комплексной 
плоскости называют конгруэнтными, если они связа-
ны соотношением umod(1, 2) [15] или  

u =  + m1·ω1 + m2·ω2, где m1, m2 = 0, ±1, ±2, … .   (1) 
Параллелограмм с вершинами u0, u0+1, u0+2, 

u0+1+2 будем называть параллелограммом перио-
дов, построенным на периодах 1 и 2. Очевидно, 
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множеству конгруэнтных точек соответствует беско-
нечное число параллелограммом периодов, покры-
вающих без перекрытия всю комплексную плоскость.  

Важное место в последующем анализе занимает 
понятие двоякопериодической (эллиптической) функ-
ции. Обозначим =m11+ m22. Функцию f(u) c пе-
риодами  будем называть двоякопериодической, а 
1 и 2  её основными периодами. 

Из теории эллиптических функций известно, что 
пара основных периодов (1, 2) не является единст-
венной. Если для произвольных целых чисел m1, m2 и 

1 2,m m   множества точек  = m11 + m22 и 

= 1 1 2 2m ω m       совпадают, то пары периодов  и  
являются эквивалентными. При этом пара периодов 
(1, 2) тогда и только тогда эквивалента паре перио-
дов 1 2( , )ω  , когда справедливо соотношение 

2  = + 1,   = 2 + 1, где , , ,  целые 

числа, удовлетворяющие при Im(2/1)>0 условию 
   = 1. Примеры эквивалентных периодов для 
двух множеств конгруэнтных точек показаны на рис. 1.  

        
                        a                                             b 
Рис. 1. Множества конгруэнтных точек и соответствующие 

им эквивалентные параллелограммы периодов 
 

Отметим еще несколько очевидных утверждений. 
Площади эквивалентных периодов одинаковы, а пло-
щадь основного параллелограмма  с периодами 
(1, 2) минимальна. Будем также называть два парал-
лелограмма с периодами (1, 2) и 1 2( , )ω  подобными, 

если направления периодов 1 и 1 , 2 и 2  совпадают. 
Понятие двоякопериодической ГС боле сложное, 

чем понятие двоякопериодической решётки, посколь-
ку кроме геометрических следует учитывать также 
физические и другие свойства отдельных фаз, их рас-
положение в параллелограмме периодов и др. Более 
того, одной и той же решетке периодов может соот-
ветствовать множество ГС. Например, установим со-
ответствие между приведенными на рис. 2 двоякопе-
риодическими ГС и решетками периодов рис. 1. 

Отметим важный момент на примере рис. 2,а. 
Основным параллелограммом для множества конгру-
энтных точек является малый квадрат. В то же время 
он не может быть основным параллелограммом ГС, 
поскольку, например, желтой фазой нельзя покрыть 
всю комплексную плоскость. Поэтому для этой ГС 
основные параллелограммы периодов соответствуют 
рис. 1,а (каждый из них включает по два элемента 
желтой и синей фаз). ГС, приведенным на рис. 2,b,c,d 
соответствуют рис. 1,b. Действительно, рассматривая 
на рис. 2,b,c систему конгруэнтных точек желтой фа-
зы (например, верхние точки элементов) видим, что 

они совпадают с решеткой периодов рис. 1,b. Это же 
можно сказать и о других конгруэнтных точках жел-
той и двух других фаз. Более сложная ГС рис. 2,d 
также соответствует рис. 1,b. После поворота рис. 2,d 
(или системы координат) на 30º видно, что топологи-
чески рис. 2,c,d совпадают. Отличие состоит лишь в 
том, что каждому элементу фаз рис. 2,c соответствует 
по три элемента двух фаз рис. 2,d. При этом, как не-
трудно видеть, множества соответствующих конгру-
энтных точек всех шести фаз совпадают с решеткой 
периодов рис. 1,b. 

        
                           a                                                b 

        
                           c                                                d 
Рис. 2. Примеры двоякопериодических многокомпонентных 
ГС, соответствующих решеткам рис. 1: двухкомпонентная – а; 

трехкомпонентные – b и c; шестикомпонентная – d 
 

Приведенные на рис. 2 многокомпонентные ГС 
имеют очевидную двоякопериодичность с одинако-
выми параметрами решеток периодов каждой фазы в 
пределах ГС. Как будет показано ниже, в этом случае 
основные периоды ГС в целом совпадают с соответ-
ствующими периодами фаз.  

Из проведенного анализа можно сделать ряд 
важных выводов. В частности, правомерно ввести 
понятие конгруэнтных областей, геометрия которых 
полностью воспроизводится в каждом параллело-
грамме периодов. Более того, эти области могут быть 
многосвязными и многокомпонентными. Это вытека-
ет из утверждения, что каждому параллелограмму 
периодов системы (1) принадлежит только одна точка 
этой системы [15]. Рассматривая совокупность произ-
вольных точек  с порождающими ими множествами 
конгруэнтных точек (1), естественно приходим к по-
нятию конгруэнтных двоякопериодических областей. 

Некоторые дополнительные особенности двоя-
копериодической ГС проиллюстрируем на примере 
сложной ГС, показанной на рис. 3. 

Дискретная фаза этой ГС представлена тремя 
фракциями  красной, синей и зеленой. Основные 
параллелограммы периодов этих фракций выделены 
соответствующими цветами. Они подобны (т.е. соот-
ветствующие стороны параллелограммов параллель-
ны), но имеют разные основные периоды и концен-
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трацию включений. Например, если для зеленой 
фракции ввести обозначение  1=(1, 2), то для 
красной  2=(1, 22), а для синей  3=(31, 2). От-
метим, что каждый из выделенных основных парал-
лелограммов периодов  i имеет множество эквива-
лентных, однако для рассматриваемой ГС все они 
приведены к подобным. Эта процедура необходима 
для ответа на важный вопрос: является ли данная ГС 
двоякопериодической и если да, то каковы основные 
периоды этой среды. Этот вопрос поставлен в статье 
[16], поэтому ограничимся здесь лишь некоторыми 
уточнениями и дополнениями. 

 
Рис. 3. Основные параллелограммы периодов    
отдельных фаз и эквивалентные параллелограммы периодов 

и  трехкомпонентной ГС 
 

Условие двоякопериодичности. Пусть некото-
рая многокомпонентная ГС составлена из ряда двоя-
копериодических ГС более низкого уровня. Обозна-
чим через { i} множество примитивных решёток 

1 2( , )i i i   , i=1, 2, 3, … Р. В простейшем случае, 

когда 1 1,i in     2 2
i im    , где 1

  и 2
  – некото-

рые комплексные числа, причем Im( 2
 / 1

 )>0, а ni, mi 

– произвольные натуральные числа, рассматриваемая 
ГС двоякопериодическая и её основные периоды 
1, 2 определяются следующим образом. Обозначим 
через N и M наименьшие общие кратные для 
множеств чисел {ni}, {mi}: N = НОК (n1, n2, …, nP), 
M = НОК (m1, m2, …, mP). Тогда 1 = N 1 ,  

2 = M 2 .  Например, для рассмотренной на рис. 3 

ГС N = НОК (1, 1, 3) = 3, M = НОК (1, 2, 1) = 2. Таким 
образом, 1 = 3 1 , 2 = 2 2 .  На рис. 3 два эквива-

лентных периода ГС  и   выделены желтым цветом. 
Отметим несколько важных следствий из прове-

денного анализа.  
1. Необходимым условием двоякопериодичности 

ГС является существование в множестве основных 
периодов фаз { i} подмножества подобных перио-
дов{ i }. 

2. Двоякопериодичность и подобие периодов 

{ i } не гарантирует двоякопериодичность ГС в це-
лом. Например, пусть 1 2 1 2

1 1 2 2, , ,a b       при-

чем ab  любые иррациональные числа, например, 
a=e, b=. Очевидно, нельзя подобрать целые числа 
кратности для указанных периодов. 

3. При линейном перемещении основного паралле-
лограмма периодов  или при переходе к эквивалент-
ному параллелограмму сохраняются все конгруэнтные 
компоненты (или их части), концентрация отдельных 
фаз и физические параметры, имеющие двоякоперио-
дический характер, например, векторы намагниченно-
сти в соответствующих конгруэнтных точках. Это 
важно при практическом решении задач по определе-
нию локальных и эффективных параметров ГС. 

Отметим, что установление факта двоякоперио-
дичности ГС и определение её основных периодов 
значительно расширяет возможности исследования 
ГС, поскольку обеспечивает возможность применения 
теории эллиптических функций и ограничивает об-
ласть анализа основным параллелограммом периодов. 

Основные расчетные соотношения. В ком-
плексной плоскости Е рассмотрим среду с регулярной 
структурой, образованную множеством конгруэнтных 
групп магнетиков, каждой из которых соответствует 
ограниченная (в общем случае многосвязная) область 
Dmn

j

mn
D  с достаточно гладкой границей Smn j

mnS  

(j = 1, 2, ... , k; т, n = 0, 1, 2, ...). Область D00, соот-
ветствующую основному параллелограмму  с пе-
риодами  и , обозначим для удобства через D. 
Соответственно S00S и D DS. Внешнюю по отно-
шению к магнетикам область обозначим через 
DeE/Dmn.  

Пусть Вj=Вj(Н, z)  известная функция, задающая 
в общем случае неоднородные, нелинейные и анизо-
тропные свойства множества конгруэнтных элемен-
тов j, z  Dmn. Если же zDe, то В=0Н. 

Рассмотрим систему диполей с одинаковыми мо-
ментами М, расположенных в точках mod . Их 
комплексный потенциал и напряженность поля [2] 

( ) ( ) ( ),
2πM

M
W z z C z                     (2) 

   ( ) ( )
2π 2πM M

M M
H z W z z C z C            , (3) 

где z  u z u  функции Вейершт-
расса, а черта над комплексным числом означает опе-
рацию сопряжения. 

Без ограничения общности совместим период 1 

с осью x и примем Im1=0. Учитывая соотношение 
Лежандра 

1221=2j, 
для константы С получим выражения [2] 

1 2 2 1
1 2

1 2 1 2 1

1

1

j1

2π 2π

j Im
,

2π

M M
С M M

M M

F

  
          


  



  
    




,    (4) 

где М1, М2 – разложение вектора М по направлениям 
периодов  и , F=1Im2 – площадь основного 
параллелограмма периодов . 

Пусть J(z), zD  распределение намагниченно-
сти, возникающей под действием поля первичных ис-
точников Н0(z). Совместное рассмотрение в области D 
действия первичных и вторичных источников (намаг-
ниченности всех магнетиков в Е) приводит к выраже-
ниям для комплексного потенциала и напряженности: 
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0 0
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J

ξ

Ω

H z = H z H z = H z +

P
J ξ z τ

F






  (6) 

где P полный дипольный момент основного парал-
лелограмма . Интеграл в (6) – сингулярный. 

Рассмотрим более подробно линейный случай: 
Вj=a

jH = 0 jH, Вe = 0H для zD и zDe соответ-
ственно. В этом случае вне области D J(z)=0 и задача 
расчета характеристик поля в произвольной точке ГС 
сводится к расчету распределения вектора намагни-
ченности J(z) в D. 

Введем в рассмотрение важный для последую-
щего интегральный оператор [2] 

1

1

1 Im
( ( ) .

j
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π
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d
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Обозначим 1
0B B   и рассмотрим цепочку ра-

венств:  

0 0

( 1) ; ;

( 1) 2 2 .

J J

J J

J B H H B H П J

B H H H B H H П J
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Из соотношений (7) и (8) легко получить инте-
гральное уравнение относительно вектора намагни-
ченности среды J(z), zD: 

0

1
0

1

( ) (2 ( ) )

1
2 ( ) ( ) ( ) d ,

π

2j Im

D

J z H z П J

H z J z
P

F








   



   

         


 
    


(9) 

где =(1)/(+1). 
Приведем еще одно выражение для сингулярного 

оператора ПJ. Обозначая через  круг малого ра-
диуса , а через D=D\  область D с выколотой 
точкой z = , выражение (7) преобразуем к виду 
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  (10) 

Легко установить, что 

( ) d { [ ( )] } d .
D D

P J J J                    (11) 

Применяя к выражениям (10), (11) формулу Гри-
на в предположении дифференцируемости функции f 

1 1
d = ( ) ( ) d

2j 2 jD S z

f f d f


 
 

     
 

            (12) 

и учитывая, что интеграл (12) по окружности доста-
точно малого радиуса  равен нулю, находим: 

( ) d { [ ( )] } d

1
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Здесь S – граница области D (в общем случае 
многосвязная). При λ(z)=const J=0, поэтому сингу-
лярный оператор П J выражается через поверхност-

ный (граничный) интеграл 
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Реализация основных соотношений. Рассмот-
рим теперь вопросы практической реализации полу-
ченных выражений. Представим область D совокуп-
ностью треугольных элементов DDk с постоянной 
намагниченностью Jk, соответствующей центру тяже-
сти k треугольника Dk. В этом случае решение 
J(z)Jk(z) можно получить методом простых итера-
ций для уравнения 
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(14) 

(m = 1, 2, 3, …, М; i = 1, 2, 3, …). 
Если рассматривать намагниченные области Dk 

как диполи с магнитными моментами Mk = Jkk,
,
 рас-

положенными в точках  k, то (14) значительно упро-
щается: 
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где Amk=(zm  k) + 1/1. 
Вычисление значений Amk можно выполнять с 

использованием формул [15] 
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(16) 

или при Im < Im  < Im 
2 2 2
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, (17) 

где u  umk = zm k, q = exp(j),  = u/1. 
Для однородно намагниченных треугольников 

интегралы в (14) можно вычислить аналитически. 
Применяя для k-го треугольника выражение (13) и 
учитывая, что [15]  

1
1 1

1

( ) ln ( , ) ln ( , ) ,
d d

u u
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    (18) 

получим 
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В этом выражении Sk – граница k-го треугольни-
ка, zi, zj, zk – комплексные координаты его вершин, 
aki j = aki  aij, aijk = aij  ajk, ajki = ajk  aki, 

amn = ( n mz z )/( n mz z ), m, n = i, j k; 1  тэта-
функция, имеющая высокую скорость сходимости:  

1/ 4 2 6
1 2 sin(π ) sin(3 ) sin(5 ) ... .q q q             

Рассмотрим более подробно расчет комплексно-
го потенциала (5) по известному распределению век-
тора намагниченности J(z) в D. В простейшем случае 
дискретный аналог этого уравнения по аналогии с 
(15) принимает вид  
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где для gk с использованием формулы Грина получим 
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а для (u)  (1/1)u можно использовать абсолютно 
и равномерно сходящийся ряд 
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или при Im < Im  < Im 
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(22) 

Более точное выражение для W(z) можно полу-
чить, переходя в (5) к интегралу по границе Sk. Ис-
пользуя (18) и (20), перепишем (5) в виде  
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Для вычисления интегралов в (23) используем 
известное разложение для тэта-функции 
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Учитывая, что в соответствии с (12) 
Г
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            (25) 

где an=q2n/[n(1  q2n)].  
Вычисления первого интеграла в (25) приводит к 

выражению 
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(26) 

где u1p= z  n1  zp, u2p = z + n1  zp, p = i, j, k; bn=0,5 
при n = 0 и bn = 1 при n  0.  

Вычисление второго интеграла в (25) даёт: 

1
2

1

2 cos(2π ) d
π

sin(2π ) sin(2π ) sin(2π ) ,

n
n

nkS

j i k
ijk kij jki

a
I a n

n

a n a n a n






      

    




 

  
 (27) 

где 1 1 1( ) / , ( ) / , ( ) / .j j i i k kz z z z z z            

Следует иметь в виду, что логарифм есть много-
значная функция, поэтому при интегрировании по гра-
нице Sk необходимо выбирать его непрерывные ветви. 

Примеры численной реализации. Ниже приве-
дены примеры численного моделирования, иллюстри-
рующие возможности изложенного метода. На рис. 4-8 
показаны картины поля (силовые линии – синие, эк-
випотенциали – красные) для трёхкомпонентной ГС с 
основными периодами 1=8, 2=6j. Внешнее поле Н0 
однородно и направлено под различными углами от-
носительно горизонтальной оси. 

На рис. 5 при тех же параметрах, что и на рис. 4, 
выполнен расчет поля в эквивалентном параллело-
грамме периодов  c 1 8,   2 8 6 j.     Сравнение 

распределения поля на рис. 4 и рис. 5 подтверждает 
вывод о сохранении характеристик поля в конгруэнт-
ных точках эквивалентных периодов. Свобода выбора 
из эквивалентных периодов более удобного для рас-
чета и визуализации результатов в данном случае од-
нозначно говорит в пользу рис. 4. 

Выбор указанного на рис. 6 угла 9,2535 объяс-
няется направлением внешнего поля Н0 по направле-
нию главной оси анизотропии гомогенизированной 
ГС (расчет – см. далее). 
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Рис. 4. Картина поля в трехкомпонентной ГС при относи-
тельных магнитных проницаемостях дискретных элементов 
=1000 и внешней среды е=1. Зеленым пунктиром выделен 
основной параллелограмм периодов. Внешнее поле Н0=1  

 
Рис. 5. Картина поля в эквивалентном основном периоде 
(выделен зеленым пунктиром) при параметрах ГС рис. 4 

 
Рис. 6. То же, что на рис. 4, но внешнее поле Н0 направлено 

под углом 9,2535 к оси x 

 
Рис. 7. Относительные магнитные проницаемости треуголь-
ных, квадратных и круглых стержней соответственно равны 
1000, 10 и 2, е=1. Внешнее поле Н0 направлено под углом 

45 к оси x 

На рис. 8 и рис. 9 показаны результаты решения 
задачи обтекания: На рис. 8 приведены силовые ли-
нии потока, а на рис. 9 − распределение вектора на-
магниченности в магнитном листе с воздушными 
дискретными пустотами (см. рис. 8). В данном случае 
вместо (9) использовано уравнение  

0

( 1)
( ) 2 , .i e i e

i e i e

J z H П J
 

    
 

   
 

   
 

 
Рис. 8. Задача обтекания. Относительные магнитные прони-
цаемости дискретных элементов  =1, внешней среды − 

е=1000 

 
Рис. 9. Дискретизация расчетной области и распределение 

вектора намагниченности в задаче обтекания (рис. 8) 
 

Следует обратить внимание на важную деталь: не-
смотря на простую форму основного параллелограмма 
периодов граничные условия на его сторонах априори 
не известны и не сводятся к обычно используемым в 
МКЭ условиям. 

Расчет эффективных параметров многоком-
понентной ГС. Поскольку изложенный выше метод 
основан на определении комплексного вектора на-
магниченности J в основном параллелограмме перио-
дов, решение задачи гомогенизации не представляет 
существенных затруднений. Для этого следует рас-
считать J(z), z для двух взаимно-
перпендикулярных внешних полей Н0, например, для 
Н0 = 1 и Н0 = j. Обозначим суммарную намагничен-
ность всех элементов в  соответственно через 
x=xx+jxy и y=yx+jyy. Тогда тензор относи-
тельной магнитной восприимчивости  легко опреде-
лить через эффективную намагниченность среды: в 
векторных обозначениях J=/F=H0. Очевидно, 
xx=xx/F, xy=xy/F, yx=yx/F, yy=yy/F. 

В общем случае для выбранной системы коорди-
нат тензор  должен быть симметричным, но не обя-
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зательно диагональным. Для приведения его к диаго-
нальному тензору   с главными значениями 

, ( 0)xx yy xy yx        введём новую систему 

координат (x', y') поворотом старой на угол . Этот 
угол можно определить из выражения 

 21
arctg ,

2
xy

xx yy

 
    




 
                     

(28) 

а главные значения тензора    из соотношений 

2 2

2 2
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В соответствии с изложенным для среды с пара-
метрами, соответствующими рис. 4, получены сле-
дующие результаты: 

1,0054 0,0210 1,0088 0
, , 9, 2535 .

0,0211 0,8801 0 0,8766
       

Для компонентов тензора эффективной относи-
тельной магнитной проницаемости получим очевид-
ные значения: xx =2,0088, yy  1,8801. 

Для подтверждения правильности расчетов на 
рис. 6 приведена картина поля, полученная при на-
пряженности внешнего поля Н0=1, направленной под 
углом =9,2535 к оси x (т.е. вдоль главной оси ани-
зотропии). Для эффективной намагниченности среды 
получен достаточно точный результат: 
=1,0089exp(j9,2561/180). 

Для параметров ГС, соответствующей рис. 7, 
аналогичные результаты равны: 

0,4462 0,0029 0,4461 0
, , 1, 4169 .

0,0025 0,5571 0 0,5572


   


    

Компоненты тензора эффективной относитель-
ной магнитной проницаемости: xx =1,4461, 

yy  1,5572. Их уменьшение по сравнению с приве-

денными выше значениями объясняется уменьшением 
эффективной намагниченности ГС за счет меньших зна-
чений магнитных проницаемостей дискретных фаз. Не-
значительная асимметрия тензора  объясняется прак-
тически нулевыми его недиагональными компонентами. 

Расчет поля магнитных сил. Для дополнитель-
ной иллюстрации возможностей разработанного ме-
тода приведем результаты расчета распределения си-
лового поля F* = |H|grad|H| = 0,5 grad(|H|2). Как видно 
из последнего выражения, силовое поле матрицы 
ВГМС полностью определяется распределением мо-
дуля вектора напряженности магнитного поля H в 
рабочем пространстве матрицы. В рамках разрабо-
танного метода это распределение легко получить на 
основе выражения (6) с использованием его дискрет-
ного аналога или соотношения H = – grad(ReW(z)).  

Для определения силового поля F* необходимо 
задать вектор напряженности внешнего (фонового) 
поля Н0 и размеры элементов матрицы. Например, для 
ГС, соответствующей рис. 4, при величине основного 
периода 1=8 мм (размеры элементов матрицы опреде-

ляются пропорциональным пересчетом и видны из 
рис. 4-9) и направлении внешнего поля Н0 = 5 кА/м 
вдоль этого периода на рис. 10 изображены линии 
|H|2= const и перпендикулярные им векторы магнит-
ных сил F*. Поскольку силовое поле матрицы отли-
чается высокой неоднородностью, на рис. 10 приве-
ден фрагмент области с наиболее интенсивным сило-
вым полем. Площади зон захвата магнитных частиц 
определяются по известной величине минимальной 

силы извлечения *

min
F , определение которой лежит 

за пределами рассмотрения данной статьи. Как отме-
чено выше, эта сила зависит от магнитной восприим-
чивости исходного продукта, размера извлекаемой 
фракции и др. технологических параметров. Напри-
мер, при 0minmin

( )V   *F F 5,5·109 А2/м3, что 

примерно соответствует реальным значениям, изоди-

ны *F = const и зоны извлечения частиц приведены 

на рис. 11.  

 
Рис. 10. Характеристики силового поля матрицы рис. 4 

в угловой зоне треугольного элемента 

 
Рис. 11. Изодины |F *|= const и соответствующие им 

области извлечения силового поля при |F*|min= 5,5·109 A2/м3 

для фрагмента рабочего пространства матрицы 
 

Из приведенного анализа видно, что высокая не-
однородность силового поля (даже в зоне извлечения 
силы могут отличаться на 2-3 порядка) является отри-
цательным фактором. Более предпочтительным явля-
ется достаточное для извлечения поле с минимальным 
разбросом значений магнитных сил (в идеале − изо-
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динамическое). Отметим также высокую чувстви-
тельность поля сил к величине напряженности Н0 и 
размерам элементов фильтра. Это ставит под сомне-
ние универсальность рекомендаций по определению 
оптимальных геометрических форм элементов матри-
цы без привязки к магнитной системе конкретного 
ВГМС и комплексного её исследования. 

Полевой анализ силового поля в матрице можно 
продолжить в следующем направлении. Очевидно, что 
сформированные зоны извлечения уменьшают пло-
щадь и геометрию области свободного протекания 
пульпы. Гидравлическую проницаемость матрицы 
можно исследовать путем решения задачи обтекания 
(см. рис. 8) с видоизмененной за счет налипания частиц 
геометрией непроницаемых для жидкости областей. 

Таким образом, полученная на основе разрабо-
танного метода информация может быть использова-
на при разработке новых и модернизации сущест-
вующих ВГМС в следующих направлениях: 

 расчет значения тензора магнитной проницаемо-
сти (задача гомогенизации) дает возможность доста-
точно точно определить магнитное сопротивление 
матрицы как основного элемента магнитной системы 
сепаратора, и в результате расчета распределения 
магнитного потока в нем определить среднюю маг-
нитную индукцию в матрице и расчетное значение 
напряженности поля Н0. Для рассмотренного примера 

xx ≈2 и Н0=5 кА/м средняя магнитная индукция со-
ставляет В=0,126 Тл; 

 при выбранных геометрических и магнитных па-
раметрах элементов матрицы при известном значении 
напряженности Н0 следует рассчитать поле магнитных 
сил |F*| ≥ |F*|min (по примеру рис. 10), а для заданной 
величины минимальной удерживающей силы |F*|min – 
площади потенциальных зон извлечения и коэффици-
ент заполнения рабочего пространства (рис. 10). При 
этом следует иметь в виду, что удельное магнитное 
сопротивление матрицы не зависит от абсолютных 
размеров ее элементов и напряженности внешнего по-
ля. В то же время магнитные силы |F*| пропорциональ-
ны |H0|

2 и обратно пропорциональны абсолютным раз-
мерам элементов. Из этого следует, что пересчет сило-
вого поля в этих случаях производить не следует, по-

скольку картина изодин *F = const остается неизмен-

ной, изменяются лишь значения их величин; 
 рассчитанная конфигурация непроницаемых для 

жидкости областей дает возможность оценить гидрав-
лическую проницаемость пульпы и принять решение об 
изменении силового поля F* в ту или иную сторону; 

 варьируя геометрические размеры и формы эле-
ментов матрицы и проводя серию соответствующих 
вычислительных экспериментов можно оптимизиро-
вать магнитную систему ВГМС в целом при заданных 
технологических ограничениях.  

Таким образом, использование предлагаемого 
метода позволит создать дополнительные возможно-
сти повышения технических характеристик электро-
физических устройств с элементами ГС, например, 
высокоградиентных магнитных сепараторов, электро-
статических фильтров и др. конструкций, для которых 
универсальность и точность расчета эффективных и 
особенно локальных характеристик поля являются 
определяющими. 

Выводы. 
1. Разработан универсальный метод расчета ло-

кальных и эффективных характеристик магнитного 
поля многокомпонентной гетерогенной среды с двоя-
копериодической структурой, который базируется на 
решении интегрального уравнения относительно век-
тора намагниченности элементов основного паралле-
лограмма периодов. 

2. Проведенные вычислительные эксперименты 
подтверждают высокую эффективность и точность 
предложенного метода. Его основными достоинства-
ми является компактность расчетной области, отсут-
ствие необходимости задания неизвестных граничных 
условий на сторонах параллелограмма периодов и 
жестких ограничений геометрию и количество ком-
понентов гетерогенной среды. 

3. Одной из эффективных областей применения 
разработанного метода является анализ силовых по-
лей матриц высокоградиентных магнитных сепарато-
ров. Возможность комплексного учета факторов, оп-
ределяющих эффективные и локальные характери-
стики поля, открывает дополнительные возможности 
оптимизации параметров матрицы и улучшения мас-
согабаритных и технологических характеристик сепа-
ратора в целом. 

4. Без существенных изменений метод может быть 
использован при анализе других потенциальных по-
лей в двоякопериодических системах (конструирова-
ние электростатических фильтров, задачи обтекания 
решеток сложного профиля и др.).  
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Magnetic properties of multicomponent heterogeneous 
media with a doubly periodic structure. 
Heterogeneous media have a wide range of practical applica-
tions. Media with a doubly periodic structure (matrices of high-
gradient magnetic separators, etc.) occupy an important place. 
Their study is usually based on experimental and approximate 
methods and is limited to simple two-phase systems. The devel-
opment of universal and accurate methods of mathematical 
modelling of electrophysical processes in such environments is 
an urgent task. The aim of the paper is to develop a method for 
calculating local and effective parameters of a magnetostatic 
field with minimal restrictions on the number of phases, their 
geometry, concentration, and magnetic properties. Based on the 
theory of elliptic functions and secondary sources, an integral 
equation is formulated with respect to the magnetization vector 
of the elements of the main parallelogram of the periods. The 
calculated expressions for the complex potential, field strength, 
and components of the effective magnetic permeability tensor 
are obtained. The results of a series of computational experi-
ments confirming the universality and effectiveness of the 
method are presented. As an example of a practical application, 
a detailed study of the field of the magnetic forces of the matrix 
is carried out: the lines of magnetic isodine and potential ex-
traction areas for a complex version of the matrix are con-
structed. Within the framework of the developed method, the 
calculation of local and effective field characteristics is carried 
out by solving the field problem in the field of an arbitrary par-
allelogram of periods without specifying boundary conditions on 
its sides with a comprehensive consideration of significant in-
terdependent factors. The practical value of the method is to 
create new opportunities for improving the technical character-
istics of electrophysical devices for which the universality and 
accuracy of calculating local and effective field characteristics 
is decisive. An algorithm for optimizing the characteristics of 
the separator is proposed. References 16, figures 11. 
Key words: doubly periodic heterogeneous medium, integral 
equation, magnetization vector, strength field, homogeniza-
tion problem, magnetic permeability tensor, polygradient 
separation, matrix, magnetic forces. 


