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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ФАКТИЧЕСКИХ ВКЛАДОВ В НЕСИММЕТРИЮ 
И ОТКЛОНЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В ТОЧКАХ ОБЩЕГО ПРИСОЕДИНЕНИЯ 
СИСТЕМ ЭЛЕКТРОСНАБЖЕНИЯ 
 
На основі імітаційного моделювання проведено порівняльний аналіз математичних моделей розподілу фактичних 
внесків лінійних джерел спотворень у спотворення напруг у точці загального приєднання, які засновані на принципах 
накладення й виключення. Отримані результати дозволили зробити висновок про еквівалентність двох математич-
них моделей і їхній довільний вибір для розв’язання задачі розподілу фактичних внесків лінійних джерел спотворень у 
спотворення напруг у точці загального приєднання. Бібл. 8, табл. 6, рис. 3. 
Ключові слова: якість електричної енергії, фактичний внесок, точка загального приєднання, несиметрія напруг, 
відхилення напруги. 
 
На основе имитационного моделирования проведен сравнительный анализ математических моделей распределения 
фактических вкладов линейных источников искажений в искажение напряжений в точке общего присоединения, 
которые основаны на принципах наложения и исключения. Полученные результаты позволили сделать вывод об эк-
вивалентности двух математических моделей и их произвольном выборе для решения задачи распределения факти-
ческих вкладов линейных источников искажений в искажение напряжений в точке общего присоединения. Библ. 8, 
табл. 6, рис. 3. 
Ключевые слова: качество электрической энергии, фактический вклад, точка общего присоединения, несимметрия 
напряжений, отклонение напряжения. 
 

Введение. Несоответствие качества электриче-
ской энергии (КЭ) установленным нормам является 
причинами брака продукции, повреждения оборудо-
вания и дополнительных потерь мощности как у по-
требителей, так и у поставщиков электроэнергии (ЭЭ) 
[1]. По некоторым оценкам [2] ежегодные экономиче-
ские убытки ряда стран из-за пониженного КЭ дости-
гают 10-20 млрд. дол. Для отдельных отраслей произ-
водства понижение КЭ может вызывать ущерб до 
3.800.000 евро за одно событие [3]. Очевидно, что при 
возникновении такой ситуации становится вопрос об 
определении виновных в понижении КЭ и компенса-
ции ими экономических убытков потерпевшей сторо-
не. Ответом на него является решение задачи о рас-
пределении фактических вкладов (ФВ) источников 
искажений (ИИ) в искажение напряжений в точке об-
щего присоединения (ТОП) [4]. 

Постановка задачи. Одно из новых направле-
ний развития методов распределения ФВ ИИ в иска-
жение напряжений в ТОП предполагает использова-
ние математических моделей, составленных в фазных 
координатах, с учетом распределенного характера ИИ 
в системе электроснабжения (СЭС), которые основа-
ны на принципах наложения [5] и исключения [6]. 

Математическая модель распределения ФВ ли-
нейных ИИ (неискажающих синусоидальную форму 
кривой напряжения) в искажения напряжений, осно-
ванная на принципе наложения, предполагает разло-
жение искажающих частей напряжений в каждой 
ТОП от действия всех ИИ согласно следующему вы-
ражению: 
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где А – матрица инциденций; неискY  – матрица неис-

кажающих узловых проводимостей СЭС и потребите-
лей ЭЭ; искiI  – матрица-столбец искажающих токов, 

характеризующая i-ый активный или пассивный эле-
мент с ИИ. 

Математическая модель распределения ФВ ли-
нейных ИИ в искажения напряжений, основанная на 
принципе исключения, предполагает определение 
искажающей части напряжения в каждой ТОП, вно-
симой i-ым ИИ, по следующему выражению: 
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где искU  – матрица искажающих частей напряжений 

в ТОП от общего действия всех ИИ; ИИiискл
иск

 U  – мат-

рица искажающих частей напряжений в ТОП с ис-
ключенной искажающей частью i-го ИИ. 

Для проверки адекватности и сравнения предла-
гаемых новых математических моделей распределе-
ния ФВ линейных ИИ в искажения напряжений в 
ТОП необходимо провести их численный анализ. 

Цель исследования. Провести численный ана-
лиз математических моделей распределения ФВ ли-
нейных ИИ в искажения напряжений в ТОП, осно-
ванных на принципах наложения и исключения. 

Результаты исследования. Рассмотрим СЭС 
семи потребителей ЭЭ (П) (рис. 1), состоящую из ис-
точника питания (ИП), обобщенной электрической 
сети (ЭС), одного силового трансформатора (Т) и трех 
воздушных линий (ВЛ). 

Параметры схем замещения элементов рассмат-
риваемой СЭС и потребителей ЭЭ, приведенные к 
напряжению 380 В, следующие. Напряжение на ши-

нах ИП:  0 232ИП
AU  В;  024 232ИП

BU  В; 

 012 232ИП
CU  В. Эквивалентные сопротивления 

обобщенной ЭС:  048,0008,0 jZЭСA   Ом; 

 04,0008,0 jZЭСB   Ом;  056,0008,0 jZЭСC   Ом. 
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Рис. 1. Система электроснабжения семи потребителей ЭЭ 

 
Эквивалентные сопротивления потребителей ЭЭ: 

i  Пi
AZ , Ом  Пi

BZ , Ом  Пi
CZ , Ом 

1 7,2 + j3,7 6,5 + j3,0 6,74+ j3,5 
2 6,9 + j5,2 7,7 + j3,7 6,87 + j3,9 
3 13,7+ j5,2 15,1 + j4,7 14,2 + j4,6 
4 9,7 + j3,2 8,9 + j3,1 10,5 + j3,5 
5 6,3 + j1,9 6,8 + j1,4 7,2 + j1,9 
6 17,2 + j7,1 19,8 + j8,1 15,6 + j6,5 
7 13,9 + j3,9 14,9 + j4,9 15,1 + j4,5 

 

Сопротивление силового трансформатора: 

 0072,000105,0 jZТнФобм   Ом. 

Проводимость силового трансформатора: 

 0021,0001375,0 jY ТнФнамагн   См. 

Удельные сопротивления ВЛ: 

 34,026,125 jZ A
уд   Ом/км;  345,097,116 jZ A

уд   Ом. 

Согласно проведенным расчетам, установивший-
ся режим работы рассматриваемой СЭС характеризу-
ется параметрами, приведенными в табл. 1. Из них 
следует, что в ТОП № 5, к которой подключены по-
требители ЭЭ П4 и П5, коэффициент несимметрии 
напряжений по нулевой последовательности K0U и 
установившееся отклонение напряжения Uy превы-
шают нормально допустимые значения [7]. Исходя из 
этого, для ТОП № 5 определим ФВ всех ИИ в иска-
жение ее напряжений. 

Согласно математическим моделям (1) и (2) в 
схеме замещения отдельных элементов СЭС и потре-
бителей ЭЭ должны быть выделены и определены ис-
кажающие части всех ИИ [8]. Если ИИ является пас-
сивным продольным элементом, то его схема замеще-
ния будет определяться последовательным соединени-
ем двух сопротивлений, одно из которых характеризу-

ет неискажающую часть (  неиск
элZ ), а другое – иска-

жающую часть (  иск
элZ ). Если ИИ является пассивным 

поперечным элементом, то его схема замещения будет 
определяться параллельным соединением двух прово-

димостей  неиск
элY  и  иск

элY . Для ИИ, являющегося ак-

тивным элементом, предусмотрена схема замещения в 
виде последовательного соединения двух ЭДС 

(  неиск
ИПE  и  неиск

ИПE ). 

Определение искажающей части любого ИИ по 
несимметрии напряжения производится на основе 

отклонения его параметров от некоторого симмет-
ричного состояния, например для пассивных ИИ: 

 















.

; 
3 ,

неиск
фэл

эл
ф

иск
фэл

эл
C

эл
B

эл
Aнеиск

элСВА

FFF

FFF
F

              (3) 

В основе определения искажающих частей ИИ 
по отклонению напряжения лежат принципы соблю-
дения требуемых уровней напряжения на шинах ИП и 
в узлах регулирования напряжения СЭС, а также не 
превышения нагрузки отдельных элементов ЭС и по-
требителей ЭЭ допустимых или максимально разре-
шенных для них величин. 

Так, в случае превышения потребляемой потре-
бителем мощности выше максимально разрешенной 
его искажающая часть будет характеризоваться сле-
дующей проводимостью: 

2
 

*
  iфПiфП

иск
iфП USY  ,                   (4) 

где iфПS    – часть фазной мощности i-го потребителя 

ЭЭ, превышающая его максимально разрешенную 

величину; iфПU   – фазное напряжение i-го потреби-

теля ЭЭ. 
Отклонение фактического напряжения на шинах 

ИП ( факт
фИПE ) от требуемого по режиму работы СЭС 

( неиск
фИПE ) будет характеризовать его искажающую 

часть: 
факт
фИП

неиск
фИП

иск
фИП EEE  .                  (5) 

Для нашего случая максимально разрешенные 
мощности электрических нагрузок каждого потреби-
теля ЭЭ указаны в табл. 2. По условию режима рабо-
ты СЭС напряжение на шинах ИП должно поддержи-
ваться 1,065Uном. Регулирование напряжения сило-
вым трансформатором не производится. 

На основе вышеизложенных выражений и до-
полнительной информации о работе СЭС определены 
искажающие и неискажающие параметры всех ее ИИ 
(табл. 3 и табл. 5). В соответствии с математическими 
моделями (1) и (2) распределение ФВ линейных ИИ в 
искажение напряжений в ТОП № 5 соответствует дан-
ным, приведенным в табл. 4 и табл. 6. Для более на-
глядного представления эти результаты графически 
изображены на рис. 3. 
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Рис. 3. Графическое представление распределения ФВ линейных ИИ в искажение напряжений в ТОП № 5 
на основе математической модели (1): а) по несимметрии напряжений; б) по отклонению напряжения 

 
Оценим расхождение результатов распределения 

ФВ линейных ИИ в искажение напряжений в ТОП 
№5, полученных на основе (1) и (2) математических 
моделей, по относительному среднеквадратичному 
отклонению: 
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где n – общее количество ИИ; символы «1» и «2» со-
ответствуют математической модели (1) или (2) соот-
ветственно. 

В нашем случае  по несимметрии напряжений 
составляет 6,4·10-5 %, а по отклонению напряжения – 
8,1·10-4 %. Данные цифры позволяют сделать вывод 
об эквивалентности (1) и (2) математических моделей 
и, соответственно, их произвольном выборе для ре-
шения задачи распределения ФВ линейных ИИ в ис-
кажение напряжений в ТОП. 

Проведем анализ полученных распределений 
ФВ. Во-первых, распределение ФВ линейных ИИ в 
искажение напряжений в ТОП является векторной 
(двухмерной) величиной. Очевидно, что в таком виде 
ФВ не может быть использован для распределения 
финансовых компенсаций за понижение КЭ и необхо-
димым является разработка соответствующего одно-
мерного критерия. Положим в основу одномерного 
критерия распределения ФВ скалярное произведение 
ФВ в векторном виде: 
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Такой подход означает, что данный критерий 

оценивает ФВ по проекциям векторных ФВ ФВИИi
искU  

на суммарный вектор искажения напряжения в ТОП 
ТОП
искU . Опуская модуль для i  в выражении (7) 

можно дополнительно учесть эффект компенсации 
напряжений искажения, вносимых отдельными ИИ. В 
рассматриваемом нами случае этот эффект наиболее 

наглядно демонстрируют векторы 4
0
ФВПU  и 6

0
ФВПU  

(рис. 3,а). 
Во-вторых, в искажение напряжений в ТОП №5 

принимают участие все ИИ СЭС. При этом ФВ ИИ, 
находящихся за пределами ТОП №5, может быть со-
измерим или больше ФВ ИИ подключенных непо-
средственно к рассматриваемой ТОП. 

В-третьих, возможна невязка ФВ ( 
искU  = 

= 5ТОП№
искU  ФВ

искU  ) между всеми ИИ (рис. 3,б), кото-

рая обусловлена не учетом или неточностью опреде-
ления искажающих частей некоторых ИИ. Для ее уст-
ранения достаточно сгруппировать неизвестные или 
неточно определенные ИИ, принадлежащие одному 
субъекту энергорынка, например, СЭС, и определить 
их суммарный ФВ путем исключения из общего 
уровня искажения напряжений в ТОП: 

ФВСЭС
искU  = 5ТОП№

искU   ФВПi
искU  .          (8) 

На основе вышеизложенного одномерное рас-
пределение ФВ по несимметрии напряжений в ТОП 
№5 будет составлять: 

ЭС П1 П2 П3 
8,6·10-6 1,0 13,43 5,36 
П4 П5 П6 П7 ИИiФВ , % 

13,31 55,24 8,77 2,9 
 

Предполагая, что искажающие части ИИ со сто-
роны потребителей ЭЭ определены точно, а иска-
жающие части ИИ со стороны элементов СЭС сгруп-
пированы одномерное распределение ФВ по отклоне-
нию напряжения в рассматриваемой ТОП составит: 

 

СЭС П1 П2 П3 
80,64 4,46 10,56 0 
П4 П5 П6 П7 ИИiФВ , % 

4,34 0 0 0 
 

Из полученных результатов следует, что наи-
большая часть выплат по компенсации экономиче-
ских убытков для субъектов энергорынка в ТОП №5 
от несимметрии напряжений ложится на потребите-
лей ЭЭ П5 (55,24 %) и П2 (13,43 %), а от отклонения 
напряжения – на СЭС (80,64 %) и потребителя ЭЭ П2 
(10,56 %). 

Выводы. Математические модели определения 
ФВ линейных источников ИИ в искажение напряже-
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ний в ТОП, основанные на принципах наложения и 
исключения, являются эквивалентными. Для оценки 
степени участия каждого ИИ в искажение напряже-
ний в ТОП и распределения финансовой компенсации 
потерпевшей стороне между всеми ИИ разработан 
одномерный критерий распределения ФВ, в основе 
которого лежит скалярное произведение векторов. Не 
учет группы ИИ, принадлежащей одному субъекту 
энергорынка, позволяет определить их суммарный 
ФВ как невязку распределения ФВ между всеми ИИ. 
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Numerical analysis of mathematical models 
of the factual contribution distribution in asymmetry 
and deviation of voltage at the common coupling points 
of energy supply systems. 
Purpose. Perform numerical analysis of the distribution of the 
factual contributions of line sources of distortion in the voltage 
distortion at the point of common coupling, based on the princi-
ples of superposition and exclusions. Methodology. Numerical 
analysis was performed on the results of the simulation steady 
state operation of power supply system of seven electricity con-
sumers. Results. Mathematical model for determining the factual 
contribution of line sources of distortion in the voltage distor-
tion at the point of common coupling, based on the principles of 
superposition and exclusions, are equivalent. To assess the de-
gree of participation of each source of distortion in the voltage 
distortion at the point of common coupling and distribution of 
financial compensation to the injured party by all sources of 
distortion developed a one-dimensional criteria based on the 
scalar product of vectors. Not accounting group sources of dis-
tortion, which belong to the subject of the energy market, to 
determine their total factual contribution as the residual of the 
factual contribution between all sources of distortion. Original-
ity. Simulation mode power supply system was carried out in the 
phase components space, taking into account the distributed 
characteristics of distortion sources. Practical value. The results 
of research can be used to develop methods and tools for dis-
tributed measurement and analytical systems assessment of the 
power quality. References 8, tables 6, figures 3. 
Key words: power quality, factual contribution, point of 
common coupling, voltage asymmetry, voltage deviation. 


