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УРАВНЕНИЯ МГНОВЕННЫХ И ИНТЕГРАЛЬНЫХ МОЩНОСТЕЙ 
НЕСИНУСОИДАЛЬНЫХ 3–ФАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ 
 
Для 3-фазної схеми електропостачання розглянути несинусоїдальні режими, що класифікуються скалярною та векторною 
миттєвими потужностями (МП). В рамках часового та спектрального підходів теорії потужності отримані комплексні 
форми активної (скалярної) МП і (неактивній) векторної МП. Для 4-провідної мережі отримані рівняння потужності ком-
плексних скалярних і комплексних векторних потужностей несинусоїдальних режимів. Рівняння потужностей узагаль-
нюють відповідні рівняння синусоїдальних несиметричних режимів у 4-провідної мережі. Бібл. 3, рис. 3. 
Ключові слова: трифазне коло, класична миттєва потужність, векторна миттєва потужність, комплексний 3-вимірний 
ряд Фур'є, активна і реактивна потужність, комплексна векторна потужність, повна потужність, комплексна потуж-
ність, рівняння потужності, незбалансований режим, несинусоїдальний режим, 3-вимірний комплексний коефіцієнт. 
 
Для 3-фазной схемы электроснабжения рассмотрены несинусоидальные режимы, классифицируемые скалярной и 
векторной мгновенными мощностями (ММ). В рамках временного и спектрального подходов теории мощности полу-
чены комплексные формы активной (скалярной) ММ и (неактивной) векторной ММ. Для 4-проводной сети получены 
уравнения мощности комплексных скалярных и комплексных векторных мощностей несинусоидальных режимов. 
Уравнения мощностей обобщают соответствующие уравнения синусоидальных несимметричных режимов 
в 4-проводной сети. Библ. 3, рис. 3. 
Ключевые слова: трехфазная цепь, классическая мгновенная мощность, векторная мгновенная мощность, комплекс-
ный 3-мерный ряд Фурье, активная и реактивная мощность, комплексная векторная мощность, кажущаяся мощ-
ность, комплексная мощность, уравнение мощности, несбалансированный режим, несинусоидальный режим, 
трехмерный комплексный коэффициент. 
 

Введение. Неидеальная (активно-реактивная, не-
симметричная и нелинейная) нагрузка потребляет не 
только электроэнергию (ЭЭ) активной мощности, но и 
ЭЭ неактивных составляющих полной мощности 
(ПМ). Для ряда таких нагрузок потребление ЭЭ неак-
тивных составляющих обусловлено технологическими 
причинами и обеспечивает долговременный нормаль-
ный режим работы неидеальной (искажающей) нагруз-
ки. Неактивные составляющие ПМ (некачественное 
потребление) приводят к дополнительным потерям в 
энергосистеме, ухудшая качество энергоснабжения, 
однако не учитываются и недоплачиваются.  

Эффективным решением задачи сокращения по-
терь и повышения точности учёта ЭЭ является совме-
стное применение компенсирующих устройств (КУ) и 
средств учета ЭЭ. Существующие средства учета из-
меряют ЭЭ, обусловленную симметрией и линейно-
стью элементов нагрузки. Неактивные составляющие 
ПМ, обусловленные несимметрией и нелинейностью 
активно-реактивных элементов нагрузки, не измеряют-
ся и не учитывается. Компенсация, измерение и учет 
составляющих ПМ – связанные, дополняющие друг 
друга задачи, которые с разных экономических пози-
ций решают проблему эффективного потребления ЭЭ и 
должны решаться в рамках общей теории мощности 
(ТМ), в реальных условиях нарушения симметрии и 
синусоидальности режима поставки и потребления.  

Постановка задачи. Растущий теоретический и 
практический интерес к определениям ТМ, интерпре-
тациям понятий реактивной мощности, поиски физи-
ческого смысла, неоднозначность определения пол-
ной мощности в многофазных системах, сложность 
задачи привели к созданию различных «школ» ТМ 
(частичную библиографию см. в [1]). Для несинусои-
дальных многофазных процессов используют два аль-
тернативных метода исследования и анализа понятий 
ТМ: спектральный (Budeanu, Quade, Пухов, Emanuel, 
Czarnecki, Шидловский, Кузнецов, Lev-Ari и Stanković 
и др.) и временной (Buchholz, Fryze, Depenbrock, Де-
мирчан, Маевский, Nabae и Akagi, Willems, Watanabe 
и Aredes, Tolber, Тонкаль и Новосельцев и др.). 

Временной метод анализа основан на специаль-
ном разложении 3-фазного тока на ортогональные со-
ставляющие. Одна из компонент такого специального 
разложения определяет активный ток, который после 
компенсации остается в цепи источника и обеспечива-
ет поставку ЭЭ активной мощности. Временной метод 
использует два подхода исследования 3-фазных про-
цессов. Первый подход рассматривает 3-фазные про-
цессы как 3-мерные кривые на интервале усреднения, 
связан с обобщением на многофазные процессы метода 
Fryze, и использует интегральные мощности (ИМ). 
Второй подход основан на мгновенных энергетических 
характеристиках: классической (скалярной) ММ и но-
вой векторной ММ (кросс-векторная теория). Подход 
имеет практическую значимость и привел к разработке 
так называемых активных фильтров. Однако, даже для 
синусоидального режима математические связи между 
новыми ММ и классическими (ИМ) спектрального 
подхода до конца не установлены [1]. 

Цель работы состоит в установлении связи ме-
жду ММ и ИМ и получении комплексной формы ска-
лярной и векторной ММ для классификации несину-
соидальных режимов в 3-фазной 4-проводной схеме 
электроснабжения в терминах спектрального подхода.  

Используемая методология основана на вектор-
ном подходе, который с единых позиций позволяет 
анализировать энергетические характеристики как 
для 4-проводных, так и для 3-проводных цепей, как в 
синусоидальном, так и несинусоидальном режиме, 
как во временной, так и частотной области.  

Скалярная ММ. При рассмотрении 3-фазной 
4-проводной цепи полагаем, что напряжения в фазах 
измеряются относительно нейтрали (рис. 1). В каж-
дый момент времени мгновенные значения (м.з.) на-
пряжений (относительно «нейтрального» проводника) 
и м.з. токов в фазах рассматриваются как 3-мерные 
вектора арифметического 3-мерного пространства R(3)  

  )()()()( tututut сbau ,   )()()()( tititit сbai , (1) 
здесь и дальше τ – знак транспонирования. 
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Рис. 1. Энергетические процессы в 4-проводной схеме 

электроснабжения 
 

Определение нормы в 3-мерном арифметическом 
пространстве R(3) в каждый момент времени определя-
ет норму вектора м.з. тока и напряжения 

222 )()()(|)(||| tututut bba  uuuu ,    (2) 

222 )()()(|)(||| tititit bba  iiii .       (3) 

Локальное состояние энергетического режима в 
трехфазном сечении <A, B, C> характеризуется мгно-
венной мощностью (ММ)  

dt

dW
titutitutitutp ссbbaa  )()()()()()()( .    (4) 

ММ определена как сумма попарных произведе-
ний м.з. тока и напряжения трех фаз и определяет ско-
рость передачи энергии W = W(t) в сечении <A, B, C>. 
Как следует из (4), в каждый момент времени ММ 
равна скалярному произведению (СП) векторов (1) в 
пространстве R(3)  
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Векторная ММ и уравнение ММ. Произведе-
ние норм векторов (2) и (3) определяет кажущуюся 
(полную) ММ энергетического режима 

     tutittts  )()( ui .                (6) 

В 3-мерном пространстве R(3) для любой пары 
векторов справедливо неравенство Коши-Шварца [2], 
что для векторов (1) дает импликацию  

|)(||)(||)()(| tttt uiui     )()( tstp  .       (7) 
Векторная ММ – это вектор пространства R(3), 

который вводится как векторное произведение (ВП) 
м.з. векторов (1) токов и напряжений [1] 
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Определитель Грама [2], составленный из попар-
ных СП векторов м.з. тока и напряжения, равен квад-
рату нормы ВП векторов м.з. токов и напряжений – 
скалярному квадрату векторной ММ (8) 

 
2

)()(

|)(|][][ t
tt

quiui
ui

ui

qq












 




uu

ii
.          (9) 

Геометрический смысл определителя Грама: 
«квадрат площади параллелограмма, который образо-
ван векторами напряжения и тока» иллюстрируется 
на рис. 2. 

Площадь такого «мгновенного» параллелограм-
ма равна 

|)(sin|)(|)(sin||)(||)(|)( ttsttttq  ui ,  (10) 

здесь (t) – мгновенный угол между векторами (1) в 
пространстве R(3) в момент времени t.  
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Рис. 2. Вектор тока, вектор напряжения и векторная ММ 

 

Площадь параллелограмма равна нулю, если об-
разующие его вектора параллельны (коллинеарны, 

ui || ), когда кажущая ММ равна скалярной ММ. По-
этому норму ВП тока и напряжения интерпретируется 
как неактивная ММ. Чтобы подчеркнуть эту интер-
претацию, скалярную ММ (5) называют активной 
ММ. Разложение (9) инвариантно относительно пере-
становки векторов i и u, однако iu = ui. В данной 
работе (как и в [1]) векторная (неактивная) ММ оп-
ределяется согласно (8). Вектора i, u, iu образуют 
правую тройку.  

Определитель Грама в каждый момент квадра-
тично дополняет скалярную ММ до полной (кажу-
щейся) ММ (6)  
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дает уравнение мощности для мгновенных мощностей  
)()()( 222 tqtpts  ,                     (12) 

которое иллюстрируется на рис. 3.  
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Рис. 3. Треугольник мгновенных мощностей 

 

В треугольнике ММ два катета соответствуют 
активной и неактивной мгновенным мощностям. Если 
неактивная ММ обусловлена sin(t), то активная ММ 
обусловлена cos(t)  
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Угол (t) в треугольнике ММ равен введенному 
ранее углу между векторами тока и напряжения. Если 
активная ММ (4) характеризует эффективность энер-
гетического режима, то векторная ММ (13) характе-
ризует потери энергетического режима. 

Установившийся неуравновешенный и несба-
лансированный энергетический режим. Устано-
вившийся энергетический режим в 3-фазном сечения 
<A, B, C> определен 3-мерными Т-периодическими 
кривыми процессов тока и напряжения: 

)()( Ttt  uu , )()( Ttt  ii .              (14) 
Для Т-периодических процессов корректно опре-

делено (интегральное) среднее ММ и однозначно вы-
деляется переменная составляющая 
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Если ММ не имеет переменной (пульсирующей) 
компоненты 0)(~ tp , то режим уравновешен. В об-

щем случае 0)()(~  ptptp  и установившийся ре-
жим неуравновешен. 

Подобно (15) в векторной ММ можно выделить 
векторные составляющие: постоянную и переменную  





Tv

v

dtt
T

)(
1
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Режим, при котором векторная ММ не имеет пе-
ременной составляющей 0)(~~  tqq , назван сбалан-
сированным режимом [1]. 

Режим реально сбалансирован, если векторная 
ММ (неактивная ММ) тождественно равна нулю 

0)( tq   )0)(~(&)0(  tqq .           (17) 
Тем самым, режим реально сбалансирован 

( 0|)(|)(  ttq q ), если в каждый момент (тождествен-
но) вектора тока и напряжения (1) параллельны в 
арифметическом 3-мерном пространстве R(3)  

0)( tq   ui ||  )()()( ttyt ui  .         (18) 
Скалярная величина y(t) (имеет размерность про-

водимости) не обязана быть константой.  
Таким образом, пара мгновенных характеристик: 

скалярная (5) и векторная (8) классифицирует локаль-
ный энергетический режим в сечении <A, B, C>.  

Спектральный анализ периодических процес-
сов конечной энергии. Множество 3-мерных 
(3-фазных) Т-периодических векторных кривых  

 )]()()([)( txtxtxt сbax ,               (19) 
с конечной интегрально-усредненной квадратичной 
величиной (нормой)  
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образуют гильбертово бесконечномерное пространст-
во 3-мерных кривых «конечной энергии» 
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Для 3-фазных векторных кривых x(t), 

y(t) )()3(
2 TL  определено скалярное произведение  
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как интегральное среднее СП м.з. в 3-мерном про-
странстве R(3). Справедливо неравенство Коши-
Шварца [2]  

||||||||, yxyx  .                    (23) 
T-периодичная кривая x(t) = x(t + T) раскладыва-

ется в функциональный ряд 3-мерных гармонических 
составляющих – (синусный, косинусный, комплекс-
ный и т.д.) ряд Фурье 

....)(...)()()()( 210  ttttt kxxxxx  (24) 
Для комплексного ряда Фурье 3-мерная вектор-

ная гармоника )()( )3(
2 TLtk x  к-порядка 

][2)( tjk
kk eet  Xx , (  2T ),        (25) 

вычисляется с помощью 3-мерного комплексного ко-
эффициента (3-комплекса) 
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где  ][ ,,, kckbkak XXX X  – трехмерный вектор с 

комплексными координатами, )(ze  – реальная часть 
комплексного числа z . 

Множество 3-комплексов составляют 3-мерное 
комплексное пространство C(3) с комплексным ска-
лярным произведением [1] 

*),( YXYX  ,                          (27) 
* – символ комплексного сопряжения (КС). В даль-
нейшем будем считать, что постоянная составляющая 
в комплексном ряде Фурье отсутствует (X0 = 0) 
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Комплексная форма скалярной ММ. Спек-
тральный анализ Т-периодических энергетических 
процессов тока и напряжения использует их пред-
ставление комплексным рядом Фурье  

 


1
2)(

k
tjk

k eet Uu ,                 (29) 

 


1
2)(

k
tjk

keet Ii .                   (30) 

Формула Эйлера [2] представляет компоненты 
разложения 3-кривых напряжения (29) и тока (30) с 
помощью КС 3-комплекса 
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2

1
)( * tjk

k
tjk

kk eet   IIi ,               (31) 
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2

1
)( * tjk

k
tjk

kk eet   UUu .             (32) 

В силу линейности скалярного произведения, 
ММ равна сумме парциальных скалярных ММ век-
торных гармоник тока k-порядка и напряжения 
m-порядка.  

  
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mk tptttp
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,

,
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 uiuiui, .  (33) 

Представления (31), (32) векторной гармоники с 
помощью 3-комплекса и его КС для м.з. произведения 
векторных гармоник тока k-порядка и напряжения 
m-порядка дает тождество  
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UIUI .  (34) 

Если гармоники тока и напряжения одного по-
рядка (m = k), то их скалярная ММ имеет как посто-
янную, так и переменную составляющие 
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UIIU .           (35) 

Скалярная ММ (4) представляется через 
3-комплексы тока и напряжения как 
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   (36) 

и имеет постоянную и переменную (пульсирующую) 
составляющую.  

Постоянная составляющая  

PPSep
k

k
k

kG  
 11

][                 (37) 
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равна активной (средней) мощности несинусоидально-
го режима и представляется как реальная часть ком-
плексной (геометрической) мощности всех гармоник 
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k S
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
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* 





IU .            (38) 

Комплексная (геометрическая) мощность (38) 
равна сумме комплексных мощностей гармонических 
составляющих 

kj
kGkkkkkkkG eSjQPS

  ,),(* IUIU .   (39) 

Комплексная мощность (39) векторной гармони-
ки тока и напряжения k-порядка равна комплексному 
скалярному произведению (27) 3-комплекса напряже-
ния и 3-комплекса тока k-порядка в комплексном 
3-мерном пространстве C(3). 

Мнимая часть комплексной мощности (38) 
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

IUIU  

определяет реактивную мощность несинусоидального 
режима 3-фазного сечения <A, B, C> и дает обобще-
ние реактивной мощности по Будеану на 3-фазные 
процессы 
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 IU .    (40) 

Комплексные мощности пульсаций скалярной 
ММ: 

 гармоник k-порядка четной частоты 2kω 

kkkN UI  ;                          (41) 

 гармоник k-порядка и m-порядка суммарной и 
разностной частоты  

mkmkN UI   , *
mkmkN IU 

                    (42) 
определяют переменную (пульсирующую) состав-
ляющую скалярной ММ 

]}.[{

}{)(~

)()(

1

2

tmkj
mk

tmkj

mk
mk

k

tkj
k

eNeNe

eNetp
























    (43) 

Если три типа комплексных мощностей равны 
нулю 

0  mkmkk NNN  , ( ..,2,1, mk ), 
то режим уравновешен. 

Комплексная форма скалярной ММ несинусои-
дального режима (36) расширяет комплексную форму 
скалярной ММ несимметричного синусоидального 
режима [1] 

}{)( 2
11

tkj
G eNSetp   ,  

где *
111 IU GS , 111 UI N  – комплексная (геомет-

рическая) мощность и комплексная мощность пуль-
саций фундаментальных гармоник тока и напряжения.  

Векторная мгновенная мощность несинусои-
дального режима. В силу линейности векторного 
произведения, векторная ММ 
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равна сумме векторных произведений гармоник тока 
k-порядка и напряжения m-порядка  
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Если гармоники тока и гармоники напряжения 
одного порядка m = k, то их ВП имеет как постоян-
ную, так и переменную составляющие 
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Комплексная форма векторной ММ представля-
ется через 3-комплексы гармоник как 
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3-комплексы сбалансированной мощности гар-
моник тока и напряжения k-порядка 

*
kkk UIK   ( ...,2,1k )                  (48) 

определяют постоянную составляющую векторной ММ.  
Переменную (пульсирующую) составляющую 

векторной ММ определяют: 
 3-комплекс мощности небаланса гармоники тока 

и напряжения k-порядка удвоенной частоты 2kω 

kkk UID   ( ...,2,1k );             (49.a) 

 3-комплексы мощности небаланса гармоники то-
ка k-порядка и гармоники напряжения m-порядка 
суммарной и разностной частоты (k, m = 1, 2, …): 

mkmk UID  , *
mkmk UID  .         (49.b)  

Если 3-комплексы (49) равны нулю  
0  mkmkk DDD ,                      (50) 

то режим сбалансирован. 
Если дополнительно к условиям (50) выполнено  

0][ *  kkk ee UIK  ( ...2,1k ),         (51) 

то режим реально сбалансирован.  
Комплексная форма векторной мгновенной 

мощности несинусоидального режима (47) расширяет 
комплексную форму векторной ММ синусоидального 
несимметричного режима [1] 

}{)( 2
11

tjeet  DKq , 

где *
111 UIK  , 111 UID   – 3-комплексы сба-

лансированной мощности и мощности небаланса фун-
даментальной гармоники тока и напряжения. 

Уравнения комплексных мощностей несину-
соидального режима. Для квадрата (кажущей) пол-
ной мощности справедливо равенство 
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Связь скалярного и векторного произведения 
3-комплексов X, Y  C(3) определено тождеством [1] 

22*22 |||||||| YXYXYX   ,               (53) 
которое расширяет соответствующее тождество век-
торной алгебры вещественных векторов [2]. 

При X = Uk, Y = Im из тождества (53) следуют ра-
венства 
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которые при m = k дают  
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22*2222 |||||||| 
 kkG
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IUIUIU   .      (55) 

Разложение квадрата полной мощности (52) с 
учетом (54, 55) дает уравнение мощности для ком-
плексных скалярных и векторных мощностей, куда 
входит активная (37) и реактивная (40) мощность не-
синусоидального режима 
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Уравнение мощности (56) обобщает уравнение 
мощности для синусоидального, несимметричного 
режима [1] 
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2
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2 DQPS  .                         (57) 

В уравнение (56) входят не все комплексные ска-
лярные и векторные мощности комплексной формы 
скалярной (36) и векторной ММ (47). 

Если использовать пару последовательностей 

1}{ kkU , 1
* }{ mmI , то справедливо дополнительное 

уравнение для комплексных скалярных и векторных 

мощностей, не вошедших в (56). При X = Uk, 
*
mIY   

из тождества (53) следуют равенства 
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При m = k равенства (58) дают  
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Разложение квадрата полной мощности (52) с 
учетом (58, 59) дает дополнительное уравнение для 
комплексных скалярных и векторных мощностей 
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Можно показать, что для каждой гармоники 
справедлива импликация  

0mD   2222
mmmm QPNK   ( ...2,1k ). 

Полученное уравнение мощностей (60) обобщает 
дополнительное уравнение для синусоидального не-
симметричного режима [1] 
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2
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2 NKS  .                          (61) 

Как показано в [1] в синусоидальном режиме 
уравнения (57), (61) обусловлены двумя различными 
ортогональными разложениями 3-фазного тока. Зада-
ча построения ортогонального разложения тока в си-
нусоидальном режиме используется для решения за-
дачи компенсации неактивных составляющих полной 
мощности [3]. Построение ортогонального разложе-
ния, которое ассоциируется с уравнениями мощно-
стей (56), (60) выходит за рамки данной работы и тре-
бует дальнейшего исследования.  

Практическая ценность полученных уравнений 
заключается в возможности их использования для 
повышения, как качества поставки, так и качества 
потребления электроэнергии. 

Выводы. Для 3-фазной 4-проводной сети с не-
синусоидальными (независимо от их симметрии) про-
цессами получены комплексные формы активной 
(скалярной) ММ и (неактивной) векторной ММ. 

Получены уравнения мощностей для комплексных 
скалярных и комплексных векторных мощностей не-
синусоидальных режимов. Уравнения мощностей 
обобщают уравнения мощностей для синусоидальных 
режимов в 4-проводной сети. 
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Instantaneous and integral power equations of nonsinusoidal 
3-phase processes. 
Purpose. To identify the mathematical relationship between the 
instantaneous powers (classical and vectorial) and integral 
powers in non-sinusoidal mode and to get complex form of in-
stantaneous powers in 3-phase 4-wire power supply in terms of 
the spectral approach. Methodology. We have applied the vec-
tor approach with one voice allows you to analyze the energy 
characteristics of 3-phase power supply circuits (for 4-wire and 
3-wire circuits) in sinusoidal and non–sinusoidal mode, both the 
time domain and frequency domain. We have used 3-
dimensional representation of the energy waveforms with the 
complex multi-dimensional Fourier series. Results. For 4-wire 
network with a non-sinusoidal (regardless of their symmetry) 
processes, we have developed the mathematical model one-
dimensional representations of the complex form for the active 
(scalar) instantaneous power (IP) and 3-dimensional form (in-
active) vectorial IP. It is possible to obtain two dual integral 
power equations for complex scalar and vector integrated 
power of non-sinusoidal modes. The power equations generalize 
generalizes the equations of sinusoidal modes for 4-wire net-
work. Originality. In addition to the classification of energy 
local regimes in the time domain for the first time we spent the 
classification of non-sinusoidal modes in the spectral region and 
showed the value and importance of the classification of regimes 
based on the instantaneous powers. Practical value. The practi-
cal value the obtained equations is the possibility of their use for 
improving the quality of electricity supply and the quality elec-
tricity consumption. References 3, figures 3.  
Key words: three-phase circuit, classical instantaneous 
power, vector instantaneous power, complex 3-dimensional 
Fourier series, active and reactive power, complex vector 
power, apparent power, complex pulsation power, power 
equation, unbalanced mode, non-sinusoidal mode, 3-phasor. 


