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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫРАВНИВАНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПОТЕНЦИАЛОВ 
ПО ПОВЕРХНОСТИ ЗЕМЛИ НА ЗАНЯТОЙ ЗАЗЕМЛИТЕЛЕМ ТЕРРИТОРИИ 
 
Наведено аналіз результатів дослідження розподілу електричних потенціалів по поверхні землі на зайнятій заземлю-
вачем території . Показано , що потенціал над центром квадратного заземлювача може бути вище , ніж над елект-
родом. Запропоновано оцінювати граничний розмір комірки складного сіткового заземлювача в залежності від глибини 
його укладання. Встановлено , що дворівнева конструкція заземлювача зменшує напругу дотику . Новизна результатів 
полягає в тому, що з використанням математичної моделі досліджені електричні характеристики заземлювача у 
вигляді дворівневої конструкції. 
 
Приведен анализ результатов исследования распределения электрических потенциалов по поверхности земли на за-
нятой заземлителем территории. Показано, что потенциал над центром квадратного заземлителя может быть 
выше, чем над электродом. Предложено оценивать предельный размер ячейки сложного сеточного заземлителя в 
зависимости от глубины его укладки. Установлено, что двухуровневая конструкция заземлителя уменьшает напря-
жение прикосновения. Новизна результатов состоит в том, что с использованием математической модели исследо-
ваны электрические характеристики заземлителя в виде двухуровневой конструкции.  
 

Подавляющее большинство электрических стан-
ций, крупных подстанций (ПС) и открытых распреде-
лительных устройств, которые являются электроуста-
новками с напряжением выше 1 кВ, работают в сетях 
с эффективно заземленной нейтралью. Согласно тре-
бованиям ПУЭ [1], любая электроустановка в обяза-
тельном порядке должна иметь заземляющее устрой-
ство (ЗУ). Проектирование заземляющих устройств 
электрических подстанций проводится по критериям 
электробезопасности и электромагнитной совмести-
мости (ЭМС) [2]. Электробезопасность обеспечивает-
ся нормированием величины напряжения прикосно-
вения (вторая норма ПУЭ), которое не должно пре-
вышать нормируемого значения по [1] и достигается 
выбором размеров ячеек заземляющей сетки. Альтер-
нативным критерием является нормирование сопро-
тивления ЗУ, которое не должно быть выше 0,5 Ом 
(первая норма ПУЭ), но ее применение не обеспечи-
вает электробезопасность на ПС с большими токами 
короткого замыкания (КЗ) и ведет к избыточной ме-
таллоемкости ЗУ ПС с малыми токами [3]. 

К требованиям ЭМС относится ограничение ве-
личины напряжения на ЗУ при КЗ до значения 5 кВ [2], 
что при заданном токе эквивалентно ограничению со-
противления ЗУ, но в отличие от первой нормы ПУЭ 
его значение индивидуально для каждой ПС. Проект-
ные решения по снижению сопротивления ЗУ целесо-
образны для любого объекта, но для ПС с большими 
токами и/или в грунте с низкой проводимостью они 
неизбежны. Рекомендуемые способы [2-4], связанные с 
использованием глубинных и выносных заземлителей, 
не всегда реализуемы, поэтому перед проектировщи-
ком встает задача исключения выноса высокого потен-
циала и защиты от перенапряжений отходящих ка-
бельных линий. 

Возникающие при проектировании ЗУ электро-
установок задачи зачастую требуют для их решения 
достаточно сложных компьютерных программ, кото-
рые позволяют быстро найти необходимое оптималь-
ное решение, например, программы СТОК, ЗУМ, 
ORU M и другие. 

В работе [5] была опубликована идея выравнива-
ния электрических потенциалов в зоне заземления элек-
троустановки путем заложения заземлителя на глубину, 
близкую к критической. Позже, в работе [6] было отме-
чено, что многие специалисты продолжают считать до 
сих пор, что идеально выровненное распределение 
электрических потенциалов может иметь место только 
и только в том гипотетическом случае, когда заземли-
тель выполнен из металлического листа размером, рав-
ным территории электроустановки. Выполнение такого 
заземлителя связано с огромными затратами и на прак-
тике, естественно, никогда не осуществляется. 

Исследования распределения электрических по-
тенциалов по поверхности земли над заземлителем в 
виде кольца в зависимости от глубины его заложения 
представлены в работе [6]. При этом показано, что на 
поверхности земли над центром кольца электриче-
ский потенциал может быть больше, чем над электро-
дом. Аналогичный результат наглядно проиллюстри-
рован и в работе [7]. 

Цель статьи. На основании исследований пока-
зать, что такое распределение для кольцевого зазем-
лителя подобным образом проявляется и для квадрат-
ного заземлителя, а также заземлителя в виде уло-
женной в грунте сетки с квадратными и прямоуголь-
ными ячейками, или ячейками других форм.  

В статье на конкретных заземлителях исследует-
ся вопрос оптимального выравнивания электрических 
потенциалов по поверхности земли на занимаемой 
заземлителем площади. 

Исследования выполнены с помощью разрабо-
танной авторами программы расчета сложных зазем-
лителей (см. приложение) на основе метода наведен-
ного потенциала. 

В связи с тем, что ЗУ подстанций выполняются в 
виде сетки с продольными и поперечными электрода-
ми и уложенным по её периметру контуром из гори-
зонтальных электродов, в работе вначале выполнено 
исследование заземлителя в виде квадрата (одна уе-
диненная ячейка сетки) со стороной а различных раз-
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меров: 10 м; 5 м, 2,5 м, 1 м. Диаметр электродов при-
нят равным d=18 мм как в случае одной сетки, так и в 
случае двухуровневой сетки.  

Исследования выполнены для наиболее распро-
страненных типов грунтов: влажных глинистых, су-
хих песчаных и влажных черноземных с глубиной 
залегания зоны грунтовых вод на расстоянии h=5 м от 
поверхности земли, т.е. мощность верхнего слоя во 
всех случаях, кроме оговоренных отдельно, принята 
одинаковой. 

Таким образом, в исследованиях принята двух-
слойная модель грунта с толщиной нижнего слоя грун-
та, равной бесконечности. Удельное электрическое 
сопротивление верхнего слоя грунта принималось рав-
ным 20 Омм, 100 Омм, 500 Омм и 1000 Омм в то 
время, как удельное электрическое сопротивление 
нижнего слоя грунта во всех случаях принималось рав-
ным 100 Омм. При этом, удельное электрическое со-
противление грунта в каждом слое по его глубине при-
нималось однородным. В действительности, грунт мо-
жет иметь существенную неоднородность по проводи-
мости, что должно учитываться при проектировании 
ЗУ. Неоднородность зачастую обусловлена просыха-
нием грунта летом, промерзанием зимой, а также уров-
нем залегания зоны грунтовых вод.  

Рассмотрим результаты исследования распреде-
ления электрического потенциала по поверхности 
земли для квадратного заземлителя, заложенного в 
двухслойном грунте с толщиной верхнего слоя h=1 м. 
Диаметр электрода заземлителя d=18 мм. Глубина t 
заложения заземлителя варьировалась в пределах от 
0,1 м до 1,5 м. Удельное электрическое сопротивле-
ние верхнего слоя грунта ρ1 принималось равным 20 
Омм, 100 Омм и 500 Омм, а нижнего ρ2 – 100 Омм. 
Оценка распределения электрического потенциала по 
поверхности земли осуществлялась в направлении x 
перпендикулярном к стороне квадрата и проходящем 
через его центр за пределы противоположной сторо-
ны квадрата. Результаты исследования при глубине 
заложения заземлителя t=0,7 м в качестве примера 
представлены на рис. 1-3 в виде зависимостей 
φ/φз=ƒ(x). Проанализируем рис. 1, на котором пред-
ставлены кривые зависимости относительного элек-
трического потенциала на поверхности земли в на-
правлении х, т.е. φ/φз=ƒ(x). 

Характерной особенностью является то, что кри-
вые зависимости смещаются в сторону меньших зна-
чений относительного электрического потенциала при 
увеличении отношения ρ1/ρ2 = (0,2; 1; 5). Анализ ре-
зультатов показывает, что по поверхности земли над 
квадратным заземлителем и за его пределами величи-
на относительного потенциала снижается с ростом 
отношения ρ1/ρ2 тем больше, чем больше это отноше-
ние при любом размере квадратного заземлителя.  

Кроме того, величина относительного потенциала 
над центром квадратного заземлителя оказывается вы-
ше, чем над электродом при значениях отношения 
ρ1/ρ2≤1, а при возрастании значения отношения ρ1/ρ2>1 
величина относительного электрического потенциала 
становится ниже и уменьшается с ростом ρ1/ρ2. 

 
Рис. 1. График зависимости относительного потенциала от 
расстояния х для квадратного заземлителя со стороной 
а=2,5 м: квадратный заземлитель на нижнем уровне 

(пунктирная линия); квадратный заземлитель 
двухуровневый (сплошная линия) 

 
Вместе с тем, уменьшение отношения ρ1/ρ2 приво-

дит к более быстрому увеличению относительного по-
тенциала в центре квадратного заземлителя, чем над 
электродом. При этом величина относительного потен-
циала над центром квадратного заземлителя не только 
становится равной величине относительного потенциа-
ла над электродом, но и становится больше. Увеличе-
ние размера а стороны квадрата, как показано на рис. 2 
и рис. 3, приводит к аналогичным результатам, за ис-
ключением того, что величина относительного элек-
трического потенциала на поверхности земли в точке 
над центром квадратного заземлителя при всех значе-
ниях отношения ρ1/ρ2 меньше, чем над электродом. 

 
Рис. 2. График зависимости относительного потенциала 
от расстояния х для квадратного заземлителя со стороной 

а=5м: квадратный заземлитель на нижнем уровне 
(пунктирная линия); квадратный заземлитель 

двухуровневый (сплошная линия) 
 

Кроме того, исследовано влияние глубины t за-
ложения заземлителя в виде квадрата на распределе-
ние электрических потенциалов по поверхности зем-
ли. При этом глубина t заложения заземлителя варьи-
ровалась в пределах от 0,1 м до 4 м.  
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Рис. 3. График зависимости относительного потенциала 
от расстояния х для квадратного заземлителя со стороной 
а=10 м: квадратный заземлитель на нижнем уровне 

(пунктирная линия); квадратный заземлитель 
двухуровневый (сплошная линия) 

 
Результаты исследования распределения электри-

ческих потенциалов по поверхности земли в зависимо-
сти от глубины заложения заземлителя с помощью его 
математической модели наиболее наглядно представле-
ны на рис. 4 для заземлителя размером 55 м, на рис. 5 
для заземлителя размером 2,52,5 м, на рис. 6 для за-
землителя размером 11 м. 

Так, например, на рис. 4 представлены зависимо-
сти относительного потенциала φ/φз на поверхности 
земли над центром квадрата от относительной глуби-
ны t/а заложения заземлителя в грунтах с различным 
удельным электрическим сопротивлением верхнего 
слоя земли. Здесь же приведены зависимости относи-
тельного потенциала φ/φз=ƒ(x) на поверхности земли 
над электродом в точке, расположенной посередине 
стороны квадрата, от относительной глубины заложе-
ния t/а заземлителя. 

 
Рис. 4. График зависимости относительного потенциала 
от относительной глубины заложения квадратного 

заземлителя со стороной а=5 м: над электродом (пунктирная 
линия); над центром квадрата (сплошная линия) 

 
Анализ приведенных зависимостей свидетельст-

вует о том, что увеличение относительной глубины 
заложения квадратного заземлителя приводит к нели-
нейному снижению относительного потенциала φ/φз 
на поверхности земли над электродом при любом 

значении удельного электрического сопротивления 
грунта ρ1 в исследованном диапазоне от 20 Омм до 
1000 Омм. Кроме того, скорость снижения относи-
тельного потенциала φ/φз с ростом удельного элек-
трического сопротивления грунта ρ1 возрастает. Вме-
сте с тем, величина относительного потенциала φ/φз 
на поверхности земли в точке над центром квадратно-
го заземлителя при увеличении относительной глуби-
ны заложения t/а от 0,1 до 0,3 возрастает до некоторо-
го максимального значения, а затем, при дальнейшем 
увеличении t/а, снижается. Чем выше удельное элек-
трическое сопротивление грунта ρ1, тем ниже смеща-
ется кривая зависимости φ/φз=ƒ(t/а). При этом, ско-
рость снижения φ/φз возрастает с ростом удельного 
электрического сопротивления грунта ρ1.  

 
Рис. 5. График зависимости относительного потенциала 
от относительной глубины заложения квадратного 

заземлителя со стороной а=2,5 м: над электродом (пунктирная 
линия); над центром квадрата (сплошная линия) 

 
Рис. 6. График зависимости относительного потенциала 

от относительной глубины заложения квадратного заземлителя 
со стороной а=1 м: над электродом (пунктирная линия); 

над центром квадрата (сплошная линия) 
 

Из графика также видно, что кривая зависимости 
φ/φз=ƒ(t/а), полученная для точки на поверхности 
земли над электродом квадратного заземлителя, пере-
секается с кривой зависимости φ/φз=ƒ(t/а) для точки 
на поверхности земли над центром квадратного за-
землителя при значении t/а=0,3. Это наблюдается при 
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любом значении удельного электрического сопротив-
ления грунта ρ1 в рассматриваемом диапазоне.  

Таким образом, близкое к равномерному распре-
деление электрических потенциалов по поверхности 
земли наблюдается при некоторой глубине заложения 
квадратного заземлителя, определяемой по выраже-
нию t=0,3а. 

Аналогичные по характеру зависимости получе-
ны также и при разных размерах а стороны квадрата. 
Во всех случаях глубина заложения квадратного за-
землителя принята равной t=0,5 м.  

Результаты, полученные для других размеров а 
квадратных заземлителей, показаны на рис. 5, 6. 

Результаты исследования, приведенные на рис. 7, 
представляют собой зависимость относительного по-
тенциала φ/φз на поверхности земли от размера а сто-
роны квадратного заземлителя, то есть φ/φз=ƒ(а). В 
данном случае относительный потенциал φ/φз также 
определяется на поверхности земли, как в точке над 
электродом квадратного заземлителя, так и в точке 
над его центром. При этом глубина t заложения квад-
ратного заземлителя составляет t=0,5 м.  

 
Рис. 7. График зависимости относительного потенциала 

от размера стороны квадрата а=5 м: 
1 – (ρ1/ρ2)=0,2; 2 – (ρ1/ρ2)=1; 3 – (ρ1/ρ2)=10; 

над электродом (пунктирная линия); 
над центром квадрата (сплошная линия) 

 
Исследования выполнены для того же диапазона 

изменений удельного электрического сопротивления 
грунта первого слоя ρ1=20…1000 Омм и второго 
ρ2=100 Омм. Из рис. 7 также следует, что кривая за-
висимости φ/φз=ƒ(а) для точки на поверхности земли 
над центром квадратного заземлителя с ростом а вна-
чале возрастает до некоторого максимального значе-
ния относительного потенциала φ/φз, а затем начинает 
спадать, причем скорость спада возрастает с ростом 
отношения ρ1/ρ2. Аналогичная кривая зависимости 
φ/φз=ƒ(а) для точки на поверхности земли над элек-
тродом с увеличением размера стороны а вначале 
возрастает быстрее, а затем этот рост замедляется. 
Характерным является то, что кривые зависимости 
φ/φз=ƒ(а) для точки над электродом в начальной части 
кривой, т.е. при малых а, расположены ниже, чем для 
точки над центром квадратного заземлителя, а при 

значениях а>2 м эти кривые располагаются выше. В 
связи с этим, кривые зависимости φ/φз=ƒ(а) пересе-
каются в точке, которая определяет допустимый мак-
симальный размер а стороны квадратного заземлите-
ля, расположенного на рассматриваемой глубине 
t=0,5 м. При этом, величина относительного потен-
циала φ/φз над электродом и над центром квадратного 
заземлителя равны, т.е. на поверхности земли над за-
землителем в пределах его границ оказывается прак-
тически полное выравнивание относительного потен-
циала. Результаты исследования показывают, что не-
равномерность в распределении электрических по-
тенциалов по поверхности земли для квадратного за-
землителя со стороной а=5 м не превышает 30-35 % 
при удельном электрическом сопротивлении грунта 
ρ1=1000 Омм и снижается с его уменьшением. В то 
же время, при максимальном допустимом размере 
(а=2 м) стороны квадратного заземлителя эта нерав-
номерность на порядок ниже и не превышает 2-3 %, 
являясь наименьшей. 

Установлено также, что неоднородность грунта 
не влияет на соотношение между максимально допус-
тимым размером стороны квадратного заземлителя а 
и глубиной его заложения t. 

Кроме того, был исследован квадратный зазем-
литель в виде двухуровневой конструкции, т.е. на 
нижнем уровне (глубина заложения t=0,7м) располо-
жен квадратный заземлитель аналогичный приведен-
ному выше, а на верхнем уровне (глубина заложения 
t=0,35 м) соосно располагался квадратный заземлитель 
таких же геометрических размеров. Параметры грунта 
и условия эксперимента аналогичны рассмотренным 
выше. Результаты исследования в виде графиков зави-
симости φ/φз=ƒ(x) показаны на рис. 1-3. Отличие полу-
ченных результатов состоит в том, что кривые зависи-
мости φ/φз=ƒ(x) располагаются во всех случаях выше, 
чем в случае одноуровневого квадратного заземлителя. 
Следовательно, в этом случае напряжение прикоснове-
ния будет меньше, т.е. характеристики электробезо-
пасности заземлителя улучшаются. 

Теперь рассмотрим сложный заземлитель в виде 
сетки, состоящей из нескольких одинаковых ячеек, 
например, 4-х ячеек размером 55м. Для угловой 
ячейки такого заземлителя на рис. 8 показано измене-
ние относительного потенциала φ/φз в зависимости от 
относительной глубины t/а заложения сетки. 

Аналогичные зависимости приведены на рис. 9 
для сетки с ячейками 2,52,5 м, а на рис. 10 для сетки 
с ячейками 11 м, при этом площадь, занимаемая за-
земляющей сеткой, во всех случаях одинаковая. 

Кроме того, полученные зависимости φ/φз=ƒ(t/а) 
качественно аналогичны приведенным выше для 
квадратного заземлителя. Зависимость φ/φз=ƒ(t/а) для 
точки на поверхности земли над электродом угловой 
ячейки заземлителя располагается выше, чем над цен-
тром угловой ячейки. При больших значениях t/а эти 
зависимости практически совпадают, а при уменьше-
нии они медленно расходятся вплоть до значения 
t/а=0,2, после чего расхождение существенно возрас-
тает и тем больше, чем больше размер ячейки.  
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Рис. 8. График зависимости относительного потенциала 
от относительной глубины заложения заземлителя в виде 
сетки с размером стороны ячеек а=5 м: над внутренним 

электродом угловой ячейки (пунктирная линия); 
над центром угловой ячейки (сплошная линия) 

 
Рис. 9. График зависимости относительного потенциала 
от относительной глубины заложения заземляющей сетки 

с размером стороны ячеек а=2,5 м: над внутренним 
электродом угловой ячейки (пунктирная линия); 
над центром угловой ячейки (сплошная линия) 

 
Рис. 10. График зависимости относительного потенциала 
от относительной глубины заложения заземляющей сетки 

с размером стороны ячеек а=1 м: над внутренним 
электродом угловой ячейки (пунктирная линия); 
над центром угловой ячейки (сплошная линия) 

Однако, при уменьшении отношения t/а до зна-
чения примерно равного 0,2, расхождение в относи-
тельных потенциалах во всех случаях не превышает 
2-10 %, при этом больший процент относится к боль-
шим размерам ячейки и большим значениям удельно-
го электрического сопротивления верхнего слоя грун-
та. В связи с этим максимально допустимый размер 
ячейки сетки можно определять по соотношению 
а=t/0,2. Результаты исследования позволили устано-
вить, что максимальный размер а ячейки сетки боль-
ше, чем для рассмотренного квадратного заземлителя 
при одинаковом выравнивании электрических потен-
циалов по поверхности земли, и может определяться 
как а=t/0,2. Таким образом, максимально допустимый 
размер ячейки сложного заземлителя зависит как от 
глубины заложения заземлителя, так и от числа ячеек 
при неизменной занимаемой им площади. 

Представляет особый интерес исследование 
сложного двухуровневого заземлителя. На нижнем 
уровне, на глубине t=0,7 м, заложена сетка с такими 
же размерами и количеством ячеек, как и ранее рас-
смотренная. Аналогичная сетка заложена на верхнем 
уровне, на глубине t=0,35 м, при этом обе сетки элек-
трически связаны между собой. Выполненные иссле-
дования распределения электрических потенциалов 
по поверхности земли для угловой ячейки позволяют 
отметить следующее.  

На рис. 11 представлены зависимости относи-
тельного потенциала φ/φз от размера а стороны ячей-
ки сетки.  

 
Рис. 11. График зависимости относительного потенциала 
от размера стороны ячейки для двухуровневой заземляющей 

сетки: 1 – (ρ1/ρ2)=0,2; 2 – (ρ1/ρ2)=1; 3 – (ρ1/ρ2)=10; 
над внутренним электродом угловой ячейки (пунктирная 
линия); над центром угловой ячейки (сплошная линия) 

 

Приведенные зависимости показывают, что с 
уменьшением размера а ячейки относительный по-
тенциал на поверхности земли возрастает как над 
электродом, так и в центре угловой ячейки. Кроме 
того, кривые зависимости сближаются, т.е. улучшает-
ся выравнивание электрических потенциалов на по-
верхности земли и улучшаются условия электробезо-
пасности – уменьшается напряжение прикосновения. 

Зависимости φ/φз=ƒ(а) для двухуровневого за-
землителя (см. рис. 11) расположены выше, чем ана-
логичные зависимости для заземлителя только ниж-
него уровня. 
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Теперь допустим, что на заданной площади нам 
необходимо выполнить заземлитель с заданными ли-
нейными размерами на заданной глубине t и обеспе-
чивающим заданную электробезопасность. В этом 
случае можно, используя полученные результаты, 
определить максимально допустимый размер ячейки 
заземляющей сетки, при котором неравномерность в 
распределении электрических потенциалов по по-
верхности земли будет наименьшей (или заданной) 
для данного типа заземлителя. 

Таким образом, полученные результаты позво-
ляют существенно оптимизировать расход металла и 
объем земляных работ при сооружении заземлителя, а 
также существенно повысить надежность выполнения 
требований электробезопасности. 
 

ВЫВОДЫ 
При малых глубинах заложения квадратного за-

землителя распределение электрических потенциалов 
на поверхности земли над электродом заземлителя 
будет выше, чем над центром квадрата, а при боль-
ших глубинах наоборот. 

При заданной глубине заложения квадратного 
заземлителя существует такой максимальный его раз-
мер, при котором распределение электрических по-
тенциалов по поверхности земли над его центром, над 
электродом заземлителя и по всей поверхности в пре-
делах квадрата будет близко к равномерному (расхо-
ждение менее 2-3 %). 

Близкое к равномерному распределение электри-
ческих потенциалов по поверхности земли на терри-
тории сложного заземлителя можно достичь при 
большем максимальном размере его ячеек, чем для 
квадратного заземлителя в виде одной ячейки при 
одних и тех же условиях. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
Фрагмент программы расчета заземлителя 

в однородной и двухслойной земле 
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11 Q L q dl q' dl' h2  n1( ) 0.5 
n1 ' Q L q n1 h2 dl( ) ' Q L q' n1 h2 dl'( )( )

22 Q L R q dl q' dl' h2  n( ) 0 Q L R q dl( )   Q L q' h2 dl'( )

1 
2 

0

n

k


k
 Q L q' k h2 dl'( ) 







12 Q L q dl h2  n( ) 1 ( )

0

n

k


k
' Q L q k h2 dl( ) 





21 Q L q dl q' dl' h2  n( ) 1 ( )

0

n

k


k

 Q L q k h2 dl( )
 Q L q' k h2 dl'( )


















 
 
 
 
 
 
 

UpDown S h( )

A B R( ) Si 1 Si 2 Si 3 

Si 2 A
h A3

B3 A3
B A( )

S stack S Si 2 B R  

A3 h B3 hif

i 1 rows S( )for

S



Disc S L1( ) k 1

A L R( ) Si 1 Si 2 Si 1 Si 3 

continue L 0if

m ceil L L1( )

ak dlk rk k  A L
j 1
m







L

m






R k 1( )







j 1 mfor

i 1 rows S( )for

a dl r( )



Grid t R Lx nx Ly ny( ) S 0 0 0( )

S stack S

i Lx nx( )

j Ly ny( )

t











i Lx nx( )

j 1( ) Ly ny( )

t











R
























j 0 ny 1for

i 0 nxfor

S stack S

i Lx nx( )

j Ly ny( )

t











i 1( ) Lx nx( )

j Ly ny( )

t











R
























i 0 nx 1for

j 0 nyfor

submatrix S 2 rows S( ) 1 cols S( )( )



Vert t R Lx nx Ly ny Lz( ) S 0 0 0( )

S stack S

i Lx nx( )

j Ly

t











i Lx nx( )

j Ly

t Lz











R
























i 0 nxfor

j 0 1for

S stack S

i Lx

j Ly ny( )

t











i Lx

j Ly ny( )

t Lz











R
























j 1 ny 1for

i 0 1for ny 1if

submatrix S 2 rows S( ) 1 cols S( )( )



 
 
 
 
 
 

Graph2d Q L( ) xv1 yv1 m  j j 1( )

x1 i

x2 i

y1 i

y2 i









Qi 
1

Qi Li 
1

Qi 
2

Qi Li 
2













xvm yvm m  Qi 
1

Qi 
2

m 1 
 Li 

3
0if

i 1 last Q( )for

x y xv yv min Re x( )( ) 1 min Re y( )( ) 1 max Re x( )( ) 1 max Re y( )( ) 1( )



Graph2d A L( ) B A L

x1 A1 
1



y1 A1 
2



m 1

xm 1 j

m m 1

xm 1 Ai 
1



ym 1 Ai 
2



m m 1

Ai 
1

xm Ai 
2

ymif

xm 1 Bi 
1



ym 1 Bi 
2



m m 1

i 1 last A( )for

m 0

xv j

m m 1

xvm Ai 
1



yvm Ai 
2



Ai 
3

Bi 
3

 0if

i 1 last A( )for

x y xv yv min Re x( )( ) 1 min Re y( )( ) 1 max Re x( )( ) 1 max Re y( )( ) 1( )



 
 
 


